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(m',ah*)....(m', ah*—-*), aura tous ses coefficients exprimés par les ra- 
cines déja connues de l'équation du degré hk, 189 


§ II. Formation générale de Uéquation du degré k pour les 


valeurs k=2,3,4, 5, Igt 
Lorsque k=2, les deux valeurs de p sont —+=-#+)n si zn est de la forme 

4i-+-3; elles sont —--E>Vn si n est de la forme 47+ 1, 192 
I] s'ensuit qu’en général la fonction 4X est toujours de la forme Y?+-2Z’ 

si n==42-+-3, et de la forme Y* —2Z? sin=4i+1, 193 
Diverses maniéres de trouver a priori les fonctions Y et Z, 194 


Lorsque k=3 , et n==3m--1, les trois périodes (m: 1), (m: g], (mig?) 
sont les racines d'une équation du 3° degré déterminable par la seule 
valeur du nombre premier 2, en mettant 4” sous la forme a? +2767. 
Cette équation jouit en général de la propriété que d'une racine p on dé- 

—ce+(A—C)p 
p+C—B ”’ 
et de celle-ci la troisieme , 198 

Le cas de k==4 ou n= 4m-+-1, se divise en deux autres selon que m est 


duit une autre racine p' par la formule trés-simple p' == 


pair ou impair. Si m==2, on peut former généralement I'équation du 

4° degré dont les racines réelles sont les quatre périodes (m: 1), (m:g), 

(m: g*),(m : g?). Cette équation jouira encore de la propriété qu'une racine 

donnée p sert a déterminer trés-simplement les trois autres , 205 
Enfin le cas de k==5, ou n=5 m-+-1, nest pas susceptible d'une solution 

si simple; cependant |’analyse fournit diverses équations de condition au 

moyen desquelles on peut obtenir l'équation du 5° degré dont les racines 

sont les périodes (m: 1), (m:g), (m:g?), (m: g3), (m:g4), 205-213 


§ HI. Application de la théorie a des exemples numériques, 14 
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Ces exemples se rapportent aux valeurs 2==7, 11, 13, 17, 41; dans ce der- 
nier exemple on fait voir comment la fonction X peut se partager en fac- 
teurs de divers degrés, 214-236 


§ IV. Méthode de réduction pour compléter la théorie précé- 
dente , 237 


De l'équation auxiliaire du cinquiéme degré qu'il faut résoudre lorsque 
n=5m+1, 240 
On donne la méthode générale pour résoudre cette équation, c’est-a-dire 
pour obtenir les valeurs explicites de ses cing racines, ct on en fait l’ap- 
plication au cas de n= 41, 240-254 
L'application de la méme méthode au cas de n==11 conduirait au méme 
résultat qu'a donné Vandermonde, premier auteur de cette théorie, dans 
les Mémoires de Académie des Sciences , an. 1771, 255 
De l’équation auxiliaire du septiéme degré qui a pour racines les périodes 
de m termes, en supposant n= 7 m--1, thid., 
Ce second développement de la méthode générale est suivi d'un troisiéme 
relatif 4 la résolution de |’équation qui a lieu lorsque n==3m-+41, 256-267 


§ V. Méthode pour parvenir a la résolution générale de léqua- 
tion X=0, a6g 


Au lieu de résoudre successivement les différentes équations auxiliaires dont 
ios 


les degrés multipliés entre eux produisent , il est beaucoup plus 


simple de résoudre directement l’équation en p du degré qui tient 


lieu de l'équation X=o et dont la formule générale est donnée sous la 
lettre (A), ibid, 

L’analyse nécessaire pour résoudre cette équation, c’est-a-dire pour en deé- 
terminer explicitement toutes les racines, est développée dans plusieurs 
exemples qui réunissent 4 peu prés toutes les difficultés qu'on peut ren- 
contrer dans d’autres applications. Cette théorie donne lieu d’établir plu- 
sieurs suites de théorémes trés-remarquables relatifs aux fonctions T 
et A, . 

Les nombres n pris successivement pour exemples sont 31, 13,41, 17, 

Dans tous ces cas on parvient a exprimer dans une méme formule, et sans 
aucune ambiguité, toutes les racines de l’équation en p, lesquelles sont en 


peng , ; 20% 
général représentées par 2 cos. Peagt) 269-33c 
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SIXIEME PARTIE. 


DEMONSTRATION DE DIVERS THEOREMES D'ANALYSE INDETERMINEE. 


§ I, ow Von se propose de décomposer un nombre donné a en 
quatre carrés , de maniere que la somme de leurs racines , 
prises positivement, soit égale a un nombre donné b, 


Premier cas, ou l'un des quatre nombres s, ¢, u, v serait zéro; conditions 
pour la possibilité de la solution , 

Second cas , ou aucun de ces nombres n’est zéro; alors il faut que 4a—b’* 
soit la somme de trois carrés, et qu ainsi 4a —4? ne soit pas de la forme 
H(8n+9), 

La solution sera toujours possible avec cette condition, mais pour qu'elle 
soit donnée en nombres positifs, il faut encore que 4 soit compris entre 
les limites 4a et (3 a—2)—1. Et cependant il y a des cas ou l'on 
obtiendra encore des solutions en nombres positifs, quoique 8 soit au- 
dessous de la limite ’(3a—2)+1, ~ 

Cette premiére analyse donne une nouvelle extension aux deux premiers 
cas du théoréme sur les nombres polygones, 


§ Il. Démonstration du théoreme de Fermat sur les nombres 
polygones et de quelques autres théoremes analogues , 
Aprés quelques propositions préliminaires on prouve 1° que tout nombre 


entier plus grand que 50m --21 est la somme de m-- 2 polygones delordre 
m-+-2, dont m— 2 seront égaux a zéro ou a l'unité, 2° qu'il en est de 


méme de tout nombre entier plus petit que 50m—ar, 340- 


Ces deux propositions comprennent la proposition générale de Fermat, mais 
avec une modification qui lui donne plus de précision et d’élégance, puis- 
que sur les m-+ 2 polygones indiqués par Fermat il y en a toujours m— 2 
qu’on peut supposer égaux a zéro ou a l'unite. 

On peut prouver de plus, que, passé une certaine limite, facile a assigner pour 
chaque ordre de polygones, tout nombre donne peut étre décomposé en 
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349 


quatre polygones ou cing au plus, 350-35 4 


Exemple sur le nombre 6484 qui peut étre décomposé en quatre octogones, 
§ III. De ’équation x° + y+ 2>=0, 


L'impossibilé de cette equation résulte des trois propositions suivantes : 


356 
367 
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1° Si cette equation est possible, l'un des nombres x,y, z sera divisible 
par 3. 

a° L'indéterminée, qui doit étre paire, sera en méme temps divisible par 

3° Si l'une des indéterminées est divisible a la fois par 2” et par 3", ]’équa- 
tion a laquelle elle appartient pourra étre changée en une autre ou 
Yindéterminée analogue ne sera divisible que par 3"~*. On parviendrait 
donc de transformation en transformation 4 une équation ou aucune 
indéterminée ne serait divisible par 3, ce qui est impossible par la he 
miére proposition, 


§ IV. De Véquation x’ + y°’+2z'=0, 


Si l’équation proposée était résoluble, on pourrait déduire de cette équation 
une suite infinie d'autres équations, égalementrésolubles, qui supposeraient 
que les nombres x,y,z sont composés d'une infinité de facteurs; la so- 
lution supposée ne pourrait donc étre donnée qu’en nombres cians 
grandeur infinie. 


§ V. Théoremes danalyse suivis de formules nouvelles pour les 
sections angulaires , 


En partant du theoréme de l'art. 510, on prouve r° que 7 étant un nombre 
premier 4m-+-1, sil’on fait (f+-gVn)"=fP+ngQvn, les polyno- 
mes P et Q pourront se mettre sous la forme X* —nY*, 

a° Quen étant un nombre premier 4m-+-3, si lon fait (f+ gV—n)= 
fP+ngQV— x, les polynomes P et Q pourront étre partagés chacun 
en deux facteurs rationnels , de sorte quon aura P=AB, Q=CD, 

Ces théorémes appliqués a la puissance x de cos.9-+/—1 sin.9, donnent 
le moyen de décomposer généralement en deux facteurs le polynome 

sin. 7 P 

it sin. 

Ces facteurs s’exprimeront toujours d'une maniere linéaire par les cosinus 
des multiples pairs de 9 lorsque n sera de la forme 4m- 1, et par les 
sinus des multiples impairs du méme angle lorsque » sera de la forme 


—— 1 —— gle 


cos."—3 osin.? 9 + etc. égal a 
tayo . : ? 8 


COS." * 9 — 


4m-+ 3, 373- 


De la résultent les équations les plus simples qu'on puisse obtenir pour la 


division dé la circontérence en 7 parties égales. 
§ VI. Nouvelle démonstration de la loi de réciprocité qui existe 
entre deux nombres premiers , 


C’est la plus simple entre toutes les démonstrations connues de cette propo- 
sition fondamentale. 
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forme (0'), 
valeurs de 6, 
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or quon ait, 
Proposons , 


fo 

P+2Qcos.p, 
ci-dessus , 

Ep, 

art. 563, 

aes ana 

R? a la place de R3, 
des deux lettres p, ~ 
+ 4R", 
V—t1sin.w™), 

plus grand , 

4m-+ 2, 

Elle contiendra , 

ce qui donne k, 


Tizer* Meant 


lisez : plus petits que n. 


on résoudra d’abord l’équation. 
GD. 

sixieme. 
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L’autre partie contiendra, 
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QUATRIEME PARTIE. 


METHODES ET RECHERCHES DIVERSES. 


§ I. Théoremes sur les puissances des nombres. 


lig méthode dont nous allons donner diverses applications, mé- 
rite une attention particuliere, en ce qu'elle est jusqu’a présent la 
seule par laquelle on ait pu démontrer certaines propositions ne- 
gatives sur les puissances des nombres. Le but de cette méthode 
est de faire voir que si la propriété dont on nie l’existence avait lieu 
pour de grands nombres, elle aurait lieu également pour des nom- 
bres plus petits. Ce premier point étant établi, la proposition est 
démontrée; car pour que le contraire eut lieu, il faudrait qu'une 
suite de nombres entiers décroissants put étre prolongée a l’infini, 
ce qui implique contradiction. Fermatest le premier qui ait indiqué 
cette méthode dans une de ses notes sur Diophante, ou il prouve 
que l’aire d’un triangle rectangle en nombres entiers(1) ne saurait 


(1) Trois nombres tels que le carré du plus grand équivaut 4 la somme des 
carrés des deux autres, sont ce qu'on appelle un triangle rectangle. On peut 
donner pour exemple les nombres 3, 4, 5, les nombres 5, 12, 13, et une in- 
finite d'autres. 

II. I 
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étre gale & un carré. Euler en a depuis étendu tes applications , 
et I’a exposée avec beaucoup de clarté, dans le tom. II de ses 
Eléments d’Algebre. 


(324) Tutoréme [. « L’aire d’un triangle rectangle en nombres 
« entiers ne saurait étre égale a un carré. » 

Puisqu’on a (@ + )Y=(a’—b’) + (2ab), ilest clair que les 
trois cotés un triangle rectangle peuvent étre représentés par les 
nombres w + 0’, a’ — &’,2.a6; c'est aussi Pexpression générale qu'on 
déduirait de la résolution directe de Péquation x? =y’ + 2 (n° 17). 
Ces trois nombres pourraient de plus étre multiphiés par un facteur 
commun 6; mais nous ferons abstraction de ce facteur, qui est inu- 
tile pour notre objet, et par Ja méme raison, nous supposerons « 
et 6 premiers entre eux. En effet, si les trois cotés d’un triangle 
sont divisibles par 6, aire sera divisible par 6’; done si cette aire 
est un carve, elle le sera encore apres avoir été divisée par son fac- 
teur 6°. 

Cela posé, appelons A Vaire du triangle dont il s'agit, nous aurons 
A==abh(a’—6’); et comme les facteurs a et & sont premiers entre 
eux, ils le seront également avee @ — b*; done pour que A soit un 
earré, il faut que chacun des facteurs a, 6, @ —0’, en soit un. Soit 
done aeanv, ben ul. restera a) Taire: én sorter que af an 
mi—n' soit deal a an earre. 

Cette quantite ne! —' est le produit des deux facteurs me’ + 1°, 
m’?—in’ > or m ct 2 sont premiers entre cux, puisque aeth le sont. 
De plus, ils doivent étre supposes Pan pair et Pautre impair; car 
sils étaicnt taipairs tous deux, a et 4 le seraient aussi, et ainsi les 
trois cotés @ +, a’— 0, 2ab servaient divisibles par 2, ce qui 
est contre la supposition. Done Jes facteurs 1? + 2° et mi? — 2" sont 
premiers entre eux, et puisque leur produit doit étre un earre, il 
faudra que chacun d’eux en soit un. 

Faisons en conséquence nm? -+ = p*, ne -—n'=q’, nous aurons 
n-@s=m’,etan’+q =p’. Donc, «si laire d'un triangle rec- 
« tangle est un carré, on pourra trouver deux carrés gq’, n’, tels que 
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« chacune des deux quantités q*+- n*, q*+ 2n' soit égalea uncarré (1). 

Puisqu’on a p*=q’ + 2n’, il faut (n° 143) que p soit de la forme 
J° + 28°: or on satisfait a léquation q’ + 2n’*=(f* + 22°) en fai- 
sant g + nl“ —a=(f+ g —a)’, ce qui donne 


EE S= OY 6 
aay as 


et cette solution est d’ailleurs aussi compléte qu’on peut le desirer , 
comme on peut sen assurer par les formules du n° 17. Il reste donc 
a satisfaire a l’équation gq? + n?=m’, dans laquelle substituant les 
valeurs trouvées pour q etn, on aura f‘ + 4g'=m’. 

Cette derniére équation, qui doit étre possible si aire A est un 
carré, présente un nouveau triangle rectangle formé avec I’hypo- 


(1) Voici le passage de Fermat que nous suivons assez strictement, en ajou- 
tant seulement les développements nécessaires pour rendre la démonstration 
plus claire et plus complete : 

«Siarea trianguli esset quadratus darentur duo quadrato-quadrati quorum diffe- 
« rentia esset quadratus : Unde sequitur dari duo quadrata quorum et summa et 
« differentia esset quadratus. Datur itaque numerus compositus ex quadrato et 
«duplo quadrati equalis quadrate, e& conditione ut quadrati eum componentes 
« faciant quadratum. Sed si numerus quadratus componitur ex quadrato et duplo 
« alterius quadrati, ejus latus similiter componitur ex quadrato et duplo quadrati, 
« ut facillimé possumus demonstrare. 

« Unde concludetur latus illud esse summam laterum circa rectum trianguli 
« rectanguli et unum ex quadratis illud componentibus efficere basem et duplum 
« quadratum zquari perpendiculo. 

« Illud itaque triangulum rectangulum conficietur 4 duobus quadratis quorum 
« summa et differentia erunt quadrati. At isti duo quadrati minores probabuntur 
« primis quadratis suppositis quorum tam summa quam differentia faciunt qua- 
« dratum. Ergo si dentur duo quadrata quorum summa et differentia faciunt | 
« quadratum, dabitur in integris summa duorum quadratorum ejusdem nature 
« priore minor. Eodem ratiocinio dabitur et minor ista inventa per viam prioris 
« et semper in infinitum minores invenientur numeri in integris idem prestantes : 
« quod impossibile est, quia dato numero quovis integro non possunt dari infiniti 
« in integris illo minores. » Ed. cit. de Dioph., pag. 339. 
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thénuse + et les deux cdtés f?, 2g*:or Vaire de ce triangle étant 
f?g’, et par conséquent égale a un carré, il s’ensuit que si Taire A. 
du triangle rectangle proposé est égale a un carré, on pourra, par 
le moyen de ce triangle , en découvrir un beaucoup plus petit, mais 
non pas nul, dont l’aire sera pareillement égale a un carré. 


(325) Pour juger de la petitesse de ce second triangle rectangle 
en comparaison du premier, il faut exprimer la valeur de A en / 
et g- or on trouve 


A=(m'—n') mv=4f g(fr—2gy(f+2g) /' + 48°)- 


Dailleurs f*—2g" ne peut étre moindre que 1, et on a toujours 
(f+ 29)>8f' 9, fit4g'>4f'g’; donc laire A est plus grande 
que 128/°9°; done f*g*, qui est aire du second triangle, étant 
sine 
128 


De 1a on voit que sil existe un triangle rectangle en nombres en- 


2: 
nommee A’, on aura A’ < |“ 


tiers, dont laire A soit égale aun carré, il existera en meme temps 
ee 
uW 4 a) ks , ° oes 7 
n triangle rectangle dont Vaire A’, plus petite que 7 —,, sera en 


core égale a un carré, et cependant ne sera pas nulle, car l'un des 
nombres / et g ne peut étre nul sans rendre A=o. 

Mais par la méme raison, du triangle rectangle dont aire A’ est 
egale aun carré, on pourra déduire un troisiéme triangle dont l’aire 
A", plus petite que ee ee sera égale a un carré, et ainsi a linfint. 
Or il implique contradiction qu'une suite de nombres entiers A, 
A’, A”, ete. , quand mémeils ne seraient pas carrés , soit décroissante 
et prolongée a Vinfini. Done il n’existe aucun triangle rectangle dont 
aire soit égale a un carré, 

Corollaire. La méme démonstration prouve que la formule m‘—n' 
ne peut étre un carré, non plus que la formule /‘ + 4g", excepteé 
seulement dans les cas évidents, l'un de m=n, ou rn=0; l'autre de 
Jf ou g=0. 

On peut aussi en conclure que l’équation 2‘ + )4= 2p’ est im- 
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possible, hors le cas de x=y,; car de cette équation on tirerait 
riya ‘ ; F 
pi-ay'= 2) ; or on vient de voir que le premier membre 


ne peut étre un earreé. 


(326) ‘Tutorkme IT. « La somme de deux bicarrés ne peut étre 
« égale dun carré, & moins que Pun d’eux ne soit nul. » 

Soit, sil est possible, a‘ + b'=c’; il faudra @abord qu’on ait 
e=p—_Y7,v=opq,c=p' +7’. Sobserve ensuite que a et b pou- 
vant étre supposés premiers entre eux, p et seront pareillement pre- 
miers entre ceux, et méme ils ne pourront ¢ctre tous deux impairs; car 
sils Pétaient, a et d seraient tous deux pairs.On ne pourra non plus 
supposer p pair et g impair, parce qualors p?— q’ serait de la forme 
4k — 1, laquelle ne peut convenir au carré a’. Done il faudra que p 
soit impair et 7 pair, et ainsi, pour satisfaire a ?équation b’=2pq, 
on prendra p=’, g=2n’, valeurs qui ¢tant substituées dans 
Pautre équation a?=p* — q’, donneront mi—Ani=a’. 

Cette derniere équation exprimant que le carré m*‘ est égal a la 
somme de deux autres carrés 4n‘, a’, le seul moyen d’y satisfaire 
est de prendre n’=/?+ g°, 2¥=2fg,a=f’—g’. Or Péquation 
nv =fe, ouf etg doivent étre premiers entre eux, donne f= a, = 6’, 
et par ces valeurs, l'quation m’=/" + g’ devient a‘ + 64=m’. 

D’ot Von voit que s'il existe deux bicarrés a‘, b‘ dont la somme 
soit égale 4 un carré c’, iJ existera en méme temps deux autres bi- 
carrés beaucoup plus petits «‘, 64 dont la somme sera pareillement 
égale & un carré. : 

(327) Et pour rendre sensible la petitesse de ceux-ci en compa- 
raison des premiers, on déduira des valeurs précédentes , 


a=a'—é 
b=2a6/ (a' + 6°); 
ce qui donne a‘ + 6'=(“[5a’°+ i) (a+ 6‘)], et par conséquent 


4 7 ° 
tec (ai + b. On remarquera dailleurs que « ne peut étre 
_zéro non plus que 6, parce qu’ll s’ensuivrait 6=0, cas exclu. 
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Sil existe donc un carré c’ égal a la somme des deux bicarrés , 
on connaitra par son moyen un second carré c”, pareillement égal 


: 4 
a la somme de deux bicarrés, et dont le cété c’ sera < |“ c, sans 
étre nul; mais par la méme raison, le carré c”* en fera connaitre un 
troisieme c’”? jouissant de la méme propriété, et dont le cdté c” sera 


< Vel, sans étre nul; ainsi de suite. Or il implique contradiction 
qu'une suite de nombres entiers c, c’, c”, ete. dont chacun est plus 
petit que la racine quatrieme du précédent, sans étre nul, puisse 
étre prolongée a l’infini. Donc il est impossible qu'un carré se décom- 
pose en deux bicarrés. 


Coroilaire. La méme démonstration prouve que la formule. . 
mi — 4 n‘ ne peut étre égale a un carré, si ce n'est lorsque n=o. 


(328) THtoréme [I]. « La formule x‘+ 27‘ ne peut étre égale a 
« un carré, si ce n'est lorsque y=o. » 

Car si lon fait 24+ 274=2, il faudra d’abord supposer. . . 
ta p+29, v=p—29', 7 =2pq;ensuiteléquation 2’°=p’— 2 q° 
donnera x= m’—2n’; p=m’* + 2n’,g=2mzn. Ces valeurs etani 
substituées dans l'équation y*=2pq, on auray’?=4 mn (m'+2n’). 
Pour satisfaire a cette derniére équation , j’observe que les nombres 
m et n sont premiers entre eux; car s ‘ils avaient un commun divi- 
seur, pet q en auraient un aussi, et par suite x et y, ce qu’on ne 
doit pas supposer. Done si mn(m* + 27°) est un carré, il faudra 
que ses trois facteurs m,n, m*-+ 27’ soient chacun un carré. Soit 
donc m=/f’, n=g’, et il restera 4 faire en sorte que f‘ + 2 g4 soit 
égale a un carré. 

Cette formule est semblable a la proposée, et il est visible qu’elle 
est ex primée en nombres beaucoup plus petits, car ona v*+2y>p', 


et par conséquent p ou f'+ 294 < y (x*+ 2%); d’ailleurs les nom- 
bres fet g ne sont nuls, ni l'un ni l'autre, puisque s’ils étaient, 
ils rendraient y nul , ce qui est un cas dont on fait abstraction. De 1a 
il suit que si on a uncarré A’ qui soit de la forme «+294, 0n pourra 
en déduire un second carré A” qui sera de la méme forme, et dont 
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yi 
le cote A’ sera cUVA : mais par la méme raison le carré A” en 
fera connaitre un troisieme A” de méme forme, et ainsi de suite. 
Or il est impossible qu'une suite de nombres entiers A, A’, A’, ete. 
soit décroissante et prolongée a Vinfini; done il est impossible que 
Ja formule x‘ + ay! soit un carré, & moins quon wait y =o. 

Corollaire. Il suit de cette proposition, que la formule a'— 8 y4 
ne peut non plus étre égale a un carré; car si on avait ai— 8 y4= 2’, 
il s'ensuivrait que 2‘ + 2 (aay)! est égale au carré (a' 4- 8y')’, ce 
qui ne peut avoir lieu que lorsque y= 0. 


rae | 
{ 


(329) Tuotoreme lV. « Aucunnombre triangulaire, excepté Vunite, 
« west égal a un bicarré. » 

Soit, s'il est possible, 52 (a+ 1)=y', ou w(@ + 1)=2"; sil’on 
fait y=mn,m et nr etant deux indéterminces , cette équation ne 


pourra se décomposer que de lune de ces deux manieres :‘ 


2 3 | v-+- 1=2m' 


| 
r+i= vn | () ze ni | (2), 


lesquelles donnent, soit 1 =72'— 2m’, soit 1= 2m‘ — n‘. 

La seconde combinaison donnerait 7° — n‘=(m'‘ — 1), équation 
impossible, parce que le premier membre est de la forme p‘— q’, 
laquelle ne peut étre un carré , que dans le cas évident de m == 1 =u. 

La premiere combinaison donne 1 + 2m‘ =n‘, équation égale- 
ment impossible, parce qu’en vertu du théoréme précédent, le pre- 
mier membre ne peutétre un carré. Donec aucun nombre triangulaire, 
excepté 1, n’est égal a un bicarré. 


(330) TuéorEme V. « La somme ou la difference de deux cubes 
« ne peut étre égale a un cube. » 

Soit, s'il est possible, 2’ Ey’ =z’, on pourra supposer a lPordi- 
naire que les deux nombres x ety sont premiers entre eux , et alors 
y et z seront également premiers entre eux, ainsi que «x et z. Cela 
posé, des trois nombres x,y,z, il y en aura toujours deux im- 
pairs et un pair; soient x et y les deux impairs , qu’on peut toujours 


8 THEORIE DES NOMBRES. 


placer dans un méme membre; si Pon Altice yi lees 
ou bien x=p+q, =y=p— , on aura par la substitution. . 
»p(p?+3q')=2'; et on observera ultérieurement, que puisque 
p+q et p—q doivent étre impairs, il faut que p et q soient Pun 
pair, autre impair; de sorte que p’ + 3q’ sera toujours impair. 
Mais 2p(p* +39?) devant étre un cube, i est clair que 2p sera 
divisible par 8, et ainsi p sera pair et q impair. Maintenant il y a 
deux cas a distinguer, selon que p est ou n’est pas divisible par 3. 


(331) Premier cas, Si p west pas divisible par 3, les facteurs 2p, 
p+ 3q° seront premiers entre eux, et si leur produit est un cube, 
il faudra que chacun d’eux en soit un. Soit done p+ 3qy=r", 
alors r sera de Ja forme m’+ 3n’, et on pourra faire...... a 


pI —-3=(m + ny — 3)’, ce qui donnera 


p=m—9mnr 
g=3n'vn—3n’. 


Ces valeurs satisfont a Péquation p? + 3q7=r’, mais diailleurs 
elles ont toute la généralité nécessaire , ainsi qu'on peut s'en assurer 
par la résolution directe de cette équation. I ne reste done plus qua 
faire en sorte que 2p ou 2m (m + 3n)(m—3n) soit un eube. Or il 
est aise de voir que les trois facteurs de cette quantité sont premiers 
entre eux, et ainst chacun d’eux doit étre un cube; soit en consé- 
quence m+ 3n=a, m—3n=—b', 2am=c', on aura a+ B=. 
De la on voit que si ’équation a? + 7° =<’ est possible en nombres 
entiers, Péquation a’ + b’=c’, sembluble ala premiére et exprimée 
en nombres beaucoup plus petits , sera également possible. 

Or par la substitution des valeurs précédentes , on a 


pe cca, 


a’ + a3h3 +4 $6 , 
ou z=abe (4°) , et par conséquent z > a‘b‘c ; done en 


passant de Péquation a+ y'=z2' & sa transformée a? + b°=c’, le 
nombre c qu’on peut représenter par z sera beaucoup plus petit 
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que z. Mais par la méme raison on déduirait du cube c’ ou 2? un 
troisieme cube z”, tel que 2” serait beaucoup plus petit que z et 
ainsi a linfini ; or il est impossible qu'une suite de nombres entiers 
Z,% ,2', ete. soit décroissante et prolongée a linfini. Donc la for- 
mule 2p(p’ + 3q’) ne peut étre un cube, lorsque p n’est pas divi- 
sible par 3. 


(352) Second cas. Si p est divisible par 3, on fera p=3r, et la 
formule 2 p(p*+ 3q’) deviendra 187 (¢?-+ 37°). Maintenant comme 
les facteurs 187 et g? + 37° sont premiers entre eux, il faudra que 
chacun d’eux soit un cube. Faisant done q’ + 3r°=(/? + 32")', 
oug+ry’—3=(f+gV—3)’, ce qui donne 


Gaal 0/5 

at | oP 
il restera a faire en sorte que 187 ou 27.2¢(/+ g) (f—g) soit un 
cube. De la on déduira comme ci-dessus f+ g==a°, f—g=6', 
2g—=c’, et par conséquent a’— >=’, Ainsi on voit que si le cube 
z’ peut étre la somme ou la différence de deux cubes xv’ + 7°, il y 
aura un autre cube beaucoup plus petit c’ qui sera pareillement Ja 
différence de deux cubes a’ —’; je dis que c’ est beaucoup plus 
petit que z’; en effet. les valeurs précédentes donnent....... 
z= 3abc(a’—a'’b’ + 6°), et par conséquent z >3a‘b‘c. De la on 
conclut comme dans le premier cas que 2p(p’ + 3q’) ne peut de- 
venir un cube lorsque p est divisible par 3. Donc dans tous les cas 
Péquation proposée a’ + 7’ =z’ est impossible , 4 moins que l'une 
des indéterminées ne soit zéro. 


(333) Tutorzme VI. « L’équation x’ + y’=2"2° est impossible 
« pour toute valeur de m. » 

Dans cette équation, ot l'on suppose m non divisible par 3 pour 
ne pas rentrer dans le cas précédent, les nombres x et y doivent 
étre impairs ainsi que z; d’ailleurs le premier membre est le pro- 
duit des deux facteurs 7+, 2—xy+y’, qui ne peuvent avoir 
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que 3 pour commun diviseur; ainsi il faudra distinguer deux cas. 
selon que z est ou nest pas divisible par 3. 

Soit 1° z divisible par 3, l’équation proposee se divisera nécessai- 
rement en deux autres comme il suit : 


+y= a” 3? a 
C—Ly+ry= Shee 


et l’on aura z==3ar, r étant premier a 3a. 
La seconde de ces équations ae se mettre sous la forme... 


(=) + 3( <2)" =—3r, ou ( ar" + 3 (=) = r; dou 
Yon voit que 7, qui est fe: un ee impair, doit ¢tre de 
la forme f? + 3g’; faisant done r==/’ + 3°, puis (f+ ¢“ — 3)’ 
=F +G)— 3, onaura r?=F’+ 3G’, et de equation précédente 
on déduira +(a—y)=F, 5 (7 +. y)=G. MaisonaG=3e(/’ —¢’), 


done 


LO aa eae 


Dans cette équation g doit étre divisible par 2"~', cav f* — g° est 
tm nombre impair, puisque /* + 3g’ en est un; d’ailleurs les trois 
facteurs ¢, f+ g, f—g, n’ayant aucun diviseur commun, l’équa- 
tion précédente devra se sia en trois autres , savoir : 


gaa’, frg=t, f—s= 


dou résulte 6*—y'= 2", équation semblable a la proposée et 


composée de nombres beaucoup plus petits. 
Soit 2° znon divisible par 3, alors léquation proposée se décom- 
posera en ces deux-ci : 
ays a 
e—ry+yor, 


lesquelles supposent z—=ar, et r premier a a. 


La derniere étant mise sous la forme (== 3 (- = ag 
2 2 


on voit que r devra étre de la forme /? + 3g". Cest pourquoi, fai- 
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sant comme dans le premier cas, r=/* + 39°, (f+ gV—3)= 
F + GY’—3, on aura r’= F? + 3G", ce qui donnera la solution 
v+y=2F, x—y=—aG. Mais on a F=/(/*—9@"); donc... 
2"~'v=f(f?—9¢"): les trois facteurs du second membre /, f+ 3, 
/—3g, étant premiers entre eux et /* — 9 g” étant toujours impair, 
cette Equation ne peut subsister,& moins qu’on n/ait f—=2"~ ‘a’, 
J+ 3g=8, f—3g=y’, ce qui suppose a= «6, les trois nombres 
x,6,y, étant premiers entre eux. De la résulte ’équation 6 += 2" a’, 
semblable a la proposée et dans laquelle « sera, ainsi que a, non 
divisible par 3. 

Puisque dans les deux cas l’équation proposée se réduit a une 
équation de méme forme et composée de nombres beaucoup plus 
petits, operation qui peut étre répétée indéfiniment, il s’ensuit que 
cette équation est impossible, excepté dans le seul cas ou z= 0, et 
aussi dans le cas de z=1, si on avait m==1. 


(334) Il suit des deux théorémes précédents que Péquation. . 
x’ + y= Az’ estimpossible pour les valeurs A=1,2,4, 8, 16, ete.; 
il serait facile de démontrer par la méme méthode qu’elle est égale- 
mentimpossible pour les valeurs A=3, 5, 6, et une infinité d’autres. 
Mais si on avait A==7, il est visible que l’équation 2’ +y°=7 z' 
serait satisfaite par les valeurs x2, y==—1, 2==13; de méme 
réquation x’ + y’=g2z’ le serait par les valeurs x= 2, y=1,2=1. 
Nous ferons voir par la suite que dans ces sortes d’équations une 
solution connue suflit pour en faire découvrir une infinité d'autres. 


(335) Tnftorzme VII. « Aucun nombre triangulaire, excepteé 1, 
« nest égal a un cube. » 


Car supposons qu’on ait 5 x(a + 1)=y’, our(x + 1)==27°; 51 
on fait y=mn, m et n étant deux nombres premiers entre eux , 
cette équation ne pourra se décomposer que de l'une des deux ma- 
njéres : 

1+ «c#—2m 1+ ec=n’ 


‘Olina Onin aan 
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lesquelles donnent 7’ + 1 == 2m’. Mais suivant le théoréme préce- 
dent cette équation ne peut avoir lieu a moins qu’on n’ait n=1; 
donc, excepté les cas de x=o et x=1, il ne peut y avoir aucun 
nombre triangulaire égal a un cube. 

L’équation }2(x-+1)=y’ peut étre mise sous la forme.... 
Sy’ + 1=2'; donc celle-ci n’est possible que pour les seuls cas 
Vase. 


(336) TutorEme VIII. « L’équation x? + »==y’ n’est susceptible 
« que de la solution c= 5, y=3. (Ed. de Dioph., pag. 320.) » 

En effet, si cette équation avait lieu, y devrait étre de la forme 
p+ 2q’; ainsi il faudrait faire «+ —2=(p+qV—2)’, ce 
qui. donherait' | = p'9-—3. 9° done g== Yo p==t sy ==, f= 

(337) THtoreme IX. « L’équation x + 4=~y’ nest susceptible 
« que des deux’solutions @==2)y—- 9) H==41 ,y== 52 

Car y devant étre de la forme p’ + q’, il faudra faire x + 2)“— 1 
=(p+ qv —1)’, ce qui donnera 2 =3p*g —q’, équation @ la- 
quelle on ne satisfait que par les valeurs p=1, g=1, ou par les 
valeurs p = 1, g== —2, lesquelles donnent les deux solutions men- 
tionnées. 


Remarque. Nousavons démontré dans ce paragraphe que l’équa- 
tion x1’ + y’=z’ est impossible, ainsi que l’équation wx! + 74= 2’, 
et a plus forte raison Péquation a‘ +y‘4=z‘. Fermat a assuré de 
plus (Ed. de Dioph., pag. 61) que l’équation 2" + 7*=2" est gé- 
néralement impossible, lorsque 7 surpasse 2. C’est sur quoi on trou- 
vera ci-aprés quelques recherches dans la VIe¢ partie. 
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§ I. Théorémes concernant la résolution en nombres entiers de 
Véquation x*—b=ay. 


(338) S: lon satisfait a l’équation proposée en faisant v==8, on 
y satisfera plus généralement, en faisant r=¢+a@z, z étant un 
nombre indéterminé. Or dans la suite formée d’aprés le terme gé- 
néral 6+-az, il y aura toujours un terme compris entre — +6 et 
+9; on peut done regarder ce terme comme une solution ou racine 
de I’équation proposée ; et la question est de trouver toutes les so- 
lutions ou racines de cette sorte dont l’équation proposée est sus- 
ceptible. Voici différents théorémes qui remplissent cet objet, dans 
le cas ou a est un nombre premier; nous considérerons ensuite le 
cas ou @ est un nombre composé. 


(339) Tutoréme I. « L’équation «*— b= dW (a)(1), dans laquelle 

« @ est un nombre premier, et 6 un nombre non-divisible par c, 
(4 aS 

« ne sera possible qu’autant qu’on aura 6 « — 1d (a), étant 

« le commun diviseur de n et de a — 1. Si cette condition est rem- 

« plie, ?équation proposée aura un nombre de solutions qui 


« seront comprises dans l’équation 2° —b"= 0 (a), ou x est le 
« moindre entier positif qui satisfait al’équation m2 — 9 (a—1)=o. » 

Si l’équation proposée est résoluble, on aura, en rejetant les mul- 
tiplesde a, x*=b,;onaenméme temps, par le théoréme de Fermat 
(n° 129), x*—~'=1. Les deux nombres n et @— 1 ayant pour com- 
mun diviseur , si l’on fait n=n'o, a— 1=@'o, il sera facile de 
trouver deux autres nombres positifs x et 9 tels qu’on ait 


, t 
: Ti —god =—=1. 


(1) L'expression abrégée SW (a) désigne un multiple de a, 
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. , . 1 ) aw . 
Maintenant des équations w” ==6,7° =1, on tire.......... 
c '® ow +0 cD) 0) T 
pm — yO — PA OF", done x” =)", ou 
@ 
rn —b*=M (a); 


dou Pon voit que l’équation proposée ne pourra avoir quun nombre 
o de solutions (n° 132); et pour qu’elle ait effectivement ces solu- 


a’ 


: : , . n'w oe 
tions, il faudra que les deux équations x = =b, x =r puis- 


nie n'a’ a’ 
sent s’'accorder entre elles. Or ces derniéres donnent x =bh, 


/ ‘Ww Uy é _ h 
vt @* = 1" =1; donc il faudra qu’on ait 6“=1 , ou 


b’ -——- 1 = (a). 


Cette condition est la seule nécessaire , et toutes les fois quelle sera 
remplie, l’équation proposée aura un nombre o de solutions con- 


PF . ® - 

tenues dans I’équation «° — "=o (a). Or on s’assure que celle-ci 
. . ’ ® ° 

a effectivement un nombre de solutions, en observant que x he 


est facteur de a7 °— 577 qui revient a a*~'— 1+a@R. 
Remarquez que si dans l’équation proposée 7 est plus grand que 
a—t, on peut oter de cet exposant les multiples de a—1, et ne 
conserver que le reste positif. En effet, 2*—* divisé par a, laisse le 
reste 1; done 2°—""*" divisé par a, laissera le méme reste que .’. 


(340) Il suit du theoreme précedent que l’équation 2*— b= (a) 
aura toujours une solution, quel que soit 6, lorsque n et a— 1 seront 
premiers entre eux; soit alors x le plus petit nombre positif qui 


satisfait a Péquation n2— 9 (a — t)= 1, cette solution sera x ==b". 

En général, ce théoréme a l'avantage d’indiquer tout a-la-fois si 
Péquation proposée est résoluble, combien elle a de solutions, et 
quelle est ’équation la plus simple qui contient toutes ces solutions. 
Dans léquation réduite, l'exposant de w sera toujours diviseur de 
a—1; ainsi il ne sagit plus que de trouver les solutions de l’équa- 
tion 2" —-b==d1(a), dans la supposition que n soit diviseur de 
a-—1. Or ilest facile de voir que si on connait une des valeurs de z, 
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on les aura toutes en multipliant la valeur connue par Iles diffé- 
rentes racines de l’équation x*— 1 9 (a); il convient donc avant 
tout, de s’occuper de la résolution de cette derniére équation. 


(341) Tukorkme II. « Etant proposée l’équation x” — 1 == (a), 
« dans laquelle a est un nombre premier, et n un diviseur de @—1. 
«en sorte quon ait a—1—=a'n, 

« 1° On aura «=u, uw étant un nombre quelconque non-divi- 
« sible par a. 


« 2° Si 6 est une valeur de x, 6” en sera une aussi, quel que soit : 
« exposant m. 


n 


« 3° Si le nombre 64 est tel que 0¥-— 1 ne soit pas divisible par a, 
«y étant un diviseur premier de 7, la formule x= 6” contiendra 
« toutes les solutions de l’équation proposée , lesquelles seront 1, 
«6, 6*...6"—", ou les restes de ces quantités divisées par «. 


« 4° Non-seulementil ya plusieurs nombres 6 qui jouissent de cette 
a . I I £ 

« propriete, mais le nombre en est n (a — >) G = -) (1 — = ) , ete., 
v v v 


«yv,v,v, ete, étant les différents nombres premiers qui peuvent di- 
« viser 7, » 


Car 1° si l’on fait zu”, on aura 2” — 1 =u**"— 1 = — 1, 
quantité toujours divisible par a. 

2° Si x8, on aura, en rejetant les multiples de a, 6"=1 : fai- 
sant donc x = 6", on aura pareillement x" = 06""= 1, quel que soit m. 

3° |’équation proposée devant avoir 7 solutions, la formule 26" 
les donnera toutes, si dans la suite 1,6, 6°, 6°...6"~ , il n’y a pas 
deux termes égaux (en rejetant toujours les multiples de @). Or 


x ° , G , 
supposons #*==6", il en résultera 6° ==1, o étant »—- ou rA—4p., 
et par conséquent moindre que x. Mais comme on a deéja 6"= 1 , si 
on appelle ¢ le commun diviseur de c et de 7 , et qu’on résolve l’équa- 


° ny GZ € C x 
tionny—oz==e, onaura 6’ = 6 ele premier membre , a cause 


, e ‘ = CG / ° x 
de 6"==1, se réduit 4 1; le second, a cause de 6 —1, se réduit a 


€ . . . € . ' 
§; ainsi onaurait 6 =1.Soit nen’, etn’= n'y, y étant un nombre 
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7 
' . . é fg " = . 
premier; puisqu’on a § ==1, on aura aussi g°” {, 0U6"==1; equa- 
tion impossible, puisqu’on a supposé dans lénoncé du théoreme, 


nm 


que la quantité 6’— 1 ne peut étre divisible par a; donc la formule 
x =4" renfermera implicitement toutes les solutions de l’équation 
proposée. 

4° Soit v Yun des diviseurs premiers de 72; de méme qu'il n’y a 
que n valeurs de 2 qui satisfont a l’équation 2" — 1=on (a), iln’y 


n 
. nv . by 
a aussi que — valeurs de 4 qui donnent 6==1. Done sur n valeurs 


: ; , : : . ae 
que doit avoir 6 dans l’équation 6° = 1, il y ena m—~qui ne don- 


a 


nent pas 6¥= 1. Raisonnant de méme a l’égard des autres facteurs 
premiers dont 7 peut étre composé , on conclura qu'il y a un nom- 


bre (1) 7 (1 —*) (; —;) le <= , ete. de valeurs de 6, telles qu’au- 


n 


cune des quantites 46¥— 1, 6 —1, 6"”— 1, etc. , n'est divisible par a. 


(342) Done si v est un nombre premier, il suffira d’avoir une 
valeur de # autre que lunité, et cette valeur étant nommée 4, la 
formule 2 == 6" contiendra toutes Jes valeurs de x. 

Si 7 est une puissance d’un nombre premier y, pour que la valeur 
x==F qui satisfait a léquation 2*==1, en donne la solution com- 


plete, il faudra que 4” ne soit pas égale a+ 1, et alors on aura 
| 


yee ae 
Enfin sin est de la forme Hott etc., comme on pent toujours 
. ie a : € ' we 7 - ° 
Je supposer, je fais v’=p.,v° =p’, T=", ete., et je resous sépa- 


rément les équations 


x —t=om(a), a —1=m/(a), a —1=m(a). 


(1) Le nombre des valeurs de 6 est le méme que celui des nombres plus petits 


n a ANS 
que get premiers a 7. (Introd., art. XV.) 
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Soient x=", v=)", =)", etc. les solutions completes de ces 
équations, je dis qu’en prenant 6==)7'x", etc., la formule «—6" 
sera la solution complete de l’équation proposée. C’est un moyen 
quon pourra mettre en usage, lorsqu’on n’aura pas rencontré tout 
d'un coup, par la formule «==u", le nombre 6 propre a donner 
toutes les solutions. 


ExempuLe I. 


(343) On demande les sept valeurs que doit avoir z dans l’équa- 
tion 27— 1 = (379)? 

Puisque 37g—1=7.54, on aura x=u", u étant un nombre 
quelconque non-divisible par 379. Soit w==2, on aura, en rejetant 
successivement les multiples de 379, u°== 64, u?=— 73, u4= 23, 
wu —=150, u*= 125. Done x= 125, et comme I’exposant 7 est un 
nombre premier, toutes les valeurs de « seront comprises dans la 
formule 2== 125", laquelle donne les sept nombres suivants 1, 125, 
86, 138, — 184, 119, 94. La moindre valeur de x étant 86, on voit 
quil aurait été fort long de chercher les valeurs de x par le taton- 
nement, en faisant successivement v= +1, +2, +3, ete. 


Exempe.te II. 


(344) Etant proposée l’équation 2 —1 == (379), on peut, d’apres 
le n° 342, résoudre les équations 2°— 1= 0 (379), x7 — 1==I (379). 
Celles-ci ayant pour solutions completes w= 180", e¢== 125", on en 
conclura celle de la proposée «= (180.125)"== 139"; et comme le 
carré de 139, divisé par 379, laisse le reste —8, on a plus simple- 
ment x = (— 8)”. 

Ia méme équation aurait donné immédiatement, par la premiere 
partie du théoréme II, «= wv’. Soit w==2, onaura x= 64; et comme 
les diviseurs premiers de n=63 sont 3 et 7, il faut voir si 64” et 
64? ne donneront pas le reste + 1. Or on trouve que ces puissances 
ne donnent pas le reste + 1; donc 64" ett été encore la solution 
complete de la méme équation. 

IT. 


2 
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(345) Tuéoréme UT. « tant proposée Péquation 2+ 1==9IR/(a), 
« dans laquelle aest premier et 4 diviseur de a— 1, on résoudra 
« Péquation 2” — 1 == dU (a) qui sera toujours possible. Soit «= 6" 
«la solution compléte de celle-ci, je dis que la solution complete 
« de la proposée sera x= 6*'*', 7 étant un nombre quelconque. » 

Car 6” étant une valeur quelconque de « dans léquation..... 
a— ==9(a), #" sera aussi une valeur quelconque de x dans 
l’équation x” — 1 == 91 (a). Restent done les puissances impaires de 
§ pour résoudre Véquation 2” + 1== 0 (a). 


Z EXEMPLE. 


(346) Soit proposée Véquation x 4+ 1 = % (433), qui est réso- 
luble, parce que 433-— 1 divisé par 36, donne le nombre pair 12. 

Je me servirait pour cela de léquation 27” —1=9(433), qui 
donne «= u*. Soit w= 5, on aura uv’ ou x= 37. Cette valeur étant 
nommee 0, on a 6°=— 1, 64==198; done suivant les parties 2°” 
et 3° du théoreme II, 6” est la solution complete de l’équation. . 
x” — | == (433), et par conséquent 67'*" est celle de la proposée 


x”? 4+ 4 == (433). Voici les trente-six solutions qui en résultent. 


ae ype dngie ten mys ipl meg aim mia to Uy bevel {0 Oe Hy Yess (9 2 nome Gem ad C1 me Sad 
SEN 29's 199s 910 200 = 140 oe Ooch cee 


les mémes valeurs seraient renfermées plus simplement dans la 
formule w=s0"" =", 


(347) Tutoréme IV. « Etant proposée l’équation 2* —b =o (a), 


rs , ore a-——I 
«dans laquelle 6"==+ 1, m étant diviseur de —_, 


« 1° Si met n sont premiers entre eux, et quon cherche lesnombres 
« positifs 7 et @ tels que xz—gm=1, je dis qu’on aura cb" y, 
« y étant une racine quelconque de l’équation y* — (+ 1)* = (a); 
« 2° Si met ont un commun diviseur o; soit r=n'o et rn’ —gm=t, 

; @ wT @ i , e 
«on aura 2 ==6'y, ou x —b" y= (a), yétant une racine quel- 


« conque dle Péquation y” —(+ 1)?= on (a). » 
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: ) 'w 
Car en faisant dans le second cas 2 =b" y, ona x” on.. 


n tr’ in’ . ‘ 
awh" yy” — ht FP" (+ 1)? = b. Le premier cas est d’ailleurs unc 


suite du second. 
Ce théoreme offre déja un grand nombre de cas ot Pon peut rappe- 
ler immediatement Pequation a"— b= on (a) dla forme x* 1= (a). 


H indique en méme temps une infinité @autres cas o& Péquation 


a* — b= (a) se décompose d’elleanéme en un nombre x’ d’équa- 


; 5. eae ® T 
tions de degré inférieur 2 —b" yon (a). 
KxXEMPLE [. 


(348) Soit Péequation 2’+- 4g=(223), quiest résoluble (Th. Lb), 
parce quona (—4g)"= 1. Les nombres 3 et 74 étant premiers entre 
eux, onaura, suivantle théoréme précédent, <= (— 4g)" y =— 66y, 
y etant une racine de Péquation y’ — 1 = It (223). 

Remarquez que si on eut proposé l’équation 2° 4- 7 = mt (223), il 
eut été facile de voir quune de ses racines est «== 6. Or il suit de li 


que dans l'équation 2? + 49== on (223), on a x==— 36. En effet, 
les trois racines de cette dermere sont «== —- 36, — 66, 102. 


En général, si « est une solution de l’équation 2” — b=d0 (a), a’ 
en sera une de l’équation 2*-— ‘= (a). 


Exempce II. 


(349) tant proposée Péquation 2° +- 20==9/61), ot lon a 
b =—20, il faut d’abord, pour que cette équation soit possible 
(n° 33g), qu’on ait, en négligeant les multiples de 61 , b"° = 1. Or on 
trouve b°’==— 1, et par conséquent b*=1 ; donc l’équation est pos: 
sible. Ensuite, puisque les exposants 6 et 5 sont premiers entre 
eux, on aura, suivant le théoréme, r==—a0y, et 7° + 1=M (61), 
Or I’équation y'*— 1==9n(61) a pour solution complete y= 29° ; 
done «= — 20.29° +'= 30. 13’. Les nombres qui en résultent sont 


tip Wo ap gem mie ‘ 
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(350) Soit l’équation «'°— 5== (601), on trouve b’ = — 1; mais 

comme 10 et 6 ont pour commun diviseur 2, on fera, suivant la 
seconde partie du théoréme, «’?=D* y et y’ — 1 == (601). Celle-ci 
donne y==(— 169)’; ainsi I’équation proposée peut se décomposer 
en cing autres du second degré, qui sont : 
2'’—120==(601), «*—154==M (601), 2 + 183M (601), 
x—276-=N (601), «— 234m (Gor). 
Mais cette décomposition est peu avantageuse, car il suffit d’avoir 
une valeur de x qu’on multipliera par les racines de |’équation 
y"— 1 =n (601); on peut donc n’employer qu'une de ces équations, 
et la troisieme, qui est la méme que x* + 28’==1 (601), est celle 
d’ou l'on tirera le plus aisément une valeur de x (n° 187). 

(351) THéorzme V. « Soit léquation a résoudre x" — b= (a), 


aT 


« dans laquelle b° = 1, » étant diviseur de - soit ==" la so- 


« lution compléte de l’équation «”*° —1=.0 (a); b devant étreun des 


« nombres 6”, 62”, 2”. . .a° >)", ie suppose b= 4” : cela osé, 
) ’ eo. PP p 


« je dis que la solution complete de la proposée sera x=—=6"° * *. » 


En effet, cette valeur de x donne x*=b, quelle que soit m; il 
suffit donc de faire voir que J se trouvera toujours parmi les nom- 
bres 6", 4", etc. Or puisque 6” est la solution complete de l’équation 


ne 
X 


— I==1L(a), onauraé”” pour celle del’équation z°—1—=90 (a); 
et puisque 5°— 1, ilest clair que 6 doit étre un des nombres repré- 
sentés par 6”". 

Cette méthode pour résoudre l’équation a*— b= (a), n'est 
sujette a aucune exception; mais il peut étre plus ou moins long de 
chercher 6 dans la suite 6", 6", etc. , et pour quelle réussisse comple- 


tement, il faut que le nombre w ne soit pas bien grand. Si l’équation 


b°== 1 résultait de equation b>°—=—1, il ne faudrait chercher } 
que dans suite 6", 6°", 9°", ete. 


QUATRIEME PARTIE. 21 


EXEMPLE. 


(352) Soit ’équation 2° — 5= 9m (601), déja'traitée (345), mais 
qui n'a pu se décomposer qu’en facteurs du second degré. On aura, 
en rejetant les multiples de 601 ,b=5, b°= , 6° =1, et ainsi 
= 12. Maintenant la solution comets de ¥ Vine aie hee 

—1==9 (601), trouvée par le théoréme II, est pa as thoy’; 
et par conséquent celle de léquation x*— 1 =0(601) est. 


120 


x 


a= (— 140)'°* ou 120"; done 6 doit étre compris dans la formule 


120", en prenant pour » un nombre impair: or on trouve qu'il 
faut pour cela faire ».= 5. Donc la solution compléte de I’équation 
proposée sera 2 ==(— 140)°+"" ou = 214.(169)”. Les valeurs qui 
en résultent sont + 914, + 106, +116, +229, + 237. 

(353) Ayant trouvé un nombre 6 tel que 6" — est divisible par le 
nombre premier a, il est facilede trouver une valeur de « telle que 
x* —b soit divisible par une puissance quelconque a” de ce nombre 
premier. Pour cela, soit 6*—6==Ma, si lon fait: 1° 26+ Aa, 
et quon détermine A et M’ par équation M + 7#"~"’A=aM’, il 
est clair que 2"-——6 sera divisible par a’. 

Si on fait 2° '=6+ Aa, r=0' + A’a’, et qu’on détermine A’ 
et M’ par l’équation M’ + n6"—* A’=a’ M’, la quantité z'— 6 sera 
divisible par a‘. 

Si on fait 3° 6’—=6'+ A’@’, x=0"'+ A'a‘, et qu’on détermine A" 
et M” par l’équation M” + n@”"~* A” == a‘ M", le binome x*— 6 sera 
divisible par a’. 

On continuera ainsi jusqu’a ce que x" — soit divisible par a*; et 
si a n’était pas un terme de la suite 2,4, 8, 16, etc., on voit aisément 
quel changement il faudrait apporter a la derniére des équations 
indéterminées. Ainsi si on avait c—=7, au lieu de la troisiéme équa- 
tion M’ + 76"~* A"=-a‘M”, on prendrait M’ + n0"~*' A” =a’ M", 
et la valeur z= 06” + A’ a‘ rendrait x"— b divisible par a’. 


Nota. Si Vexposant n était divisible par a, il pourrait arriver 
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que quelqu’une des équations qui servent a déterminer A, A’, A’, etc., 
fut impossible; mais alors on aurait acquis la preuve que 2" — 6 
A i ee td 
ne peut étre divisible par a”. 
(354) Maintenant si l’on veut que 2*-——B soit divisible par un 
nombre composé quelconque A= a* bP cY, ete. dont a”, be , cl, ete. 
sont les facteurs premiers, élevés a des puissances quelconques ; il 
faudra, par ce qui précede, déterminer les nombres i, ».,v, ete., 
tels que les quantités 


7 — B pe" — B yi—— 


’ Cin? 
a” b c 


ecu Cle: 


soient des entiers. Ensuite on combinera ensemble les équations 


Bd+ Gomi ae ze '—y 4 clz’ —ete. 


Kt on obtiendra de cette maniere toutes les valeurs de x moindres 
que +A, qui rendent x*—B divisible par A, ou qui satisfont en 
général a l’équation 2°—B=Ay. 

Si on avait a résoudre l’équation Ca"— B= Ay, on pourra sup- 
poser que Cet An’ont point de commun diviseur; (car s'ils enavaient 
un, on le ferait disparaitre par la division). Soit done Cu—Av—1, 
si Pon fait y’=py—va", léquation a résoudre deviendra..... 
x’—By=Ay', et ainsi sera ramencée au cas déja traiteé. 
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S III. Résolution de Uéquation x + aay. 


(355) N ous avons deja vu (n° 191) quen écartant les cas les plus 

simples dans lesquels m ne surpasse pas 2, cette équation est réso- 

luble pour toute valeur de m, a étant de la forme — 1 +82. Voici 

alors comment on peut trouver la solution générale de cette equation. 
Consideérons d’abord la suite connue | 


x ; 3 Stee) 
(14 zr + 2p oh 4 ete, 


et observons que ses coefficients , réduits a leur plus simple expres- 
sion, sont : 


de sorte que leurs dénominateurs ne sont autre chose que des puis- 
sances de 2 dont les exposants croissent suivant une certaine loi. 
Pour rendre raison de cette propriété, on peut faire 


(1 +2)? =1 +Az+ Ba’? + C2’ + ete.; 


puis carrant les deux membres, on aura pour déterminer les coef- 
ficients A, B, C, etc., les équations : 


A 

2B=—A’ 

2C=—2AB 

2D=—2AC—B 
ec; 


D’ou l'on voit que chaque coefficient se détermine a l'aide des preé- 
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cédents, sans introduire aucun dénominateur autre que 2. Donc tout 
a oe ALE Mate M Z ‘ 
coefficient réduit doit étre de la forme oF M étant un entier. 
(356) Mais pour apercevoir encore mieux Ja loi de ces coeffi- 
cients et déterminer en méme temps l’exposant de la puissance de 


», qui leur sert de dénominateur, prenons l’expression générale du 
coefficient de 2", laquelle est. 


I. 
IN 
2. 


Tous les termes du dénominateur de cette quantité étant pairs, si 
on multiplie de part et d’autre par 2”, on aura 


oe N Feds 320 e00(2n—3) 
oe Gar 3 a ee ea 


Multiphiant encore les deux membres par 2.4.6. . .(2 — 4), le pro- 
duit sera 


PN (2.6.6...an— Oa EEG), 


Il est visible que le second membrese réduit 42+ 1.n+2...22—3. 
et le premier a 2°"~*N(1.2.3....2—2); done on a 


p82 Na te +a... 2n—3 | 
ee Sn ae n—2 


Maltipliant successivement les deux membres par 7 et par 27— 2, 


on aura 
‘J oie Sah ie OR ee ees 
Og ayy Nicer ete eee 
Poe va. eR 8 


a: N-+1I.N+2...22— 
oe (2n—2)N=" Tt} Be eed re 
I1.2...4—2 


Or ces deux quantités doivent étre des nombres entiers , puisquon 
sait en général, par la formule du binome, que la quantité 


ee ee ee 
Tanatooee ™m 
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est un nombre entier. Donc faisant 2*"~*n N=E et (2n—2)2""-N=E, 
on aura 
‘ N ce we E—E’ . 


27-1 ’) 


d’ou lon voit que le coefficient N du terme N z’ ne peut avoir pour 
dénominateur que la puissance »*"—* ou une puissance inférieure 
de 2, lorsque 7 sera impair. 

rte déterminer dans tous les cas ce dénominateur , il faut re- 
courir a la premiere formule, 


et on voit que dans la valeur réduite de N le dénominateur ne sera 
autre chose que la plus grande puissance de 2 qui divise le produit 
2.4.6...2n, ou, ce qui revient au méme, le produit 1.2.3...27. 
Or on a donne ci-dessus (Introd. , n°? XVIII) Pexpression générale 


tC 


de cette puissance, laquelle est 2””~ ", y étant le nombre des termes 


a . 
es 2° + 2%+ etc, dont la somme forme le nombre 27. 


(357) Pour revenir a la résolution de l’équation 2+ a=a"y, 
Jorsqu’on fait a= — 1 = 8, supposons qu’on développe (1 82) 
en série, de la méme maniére que “(1 + 2), ce ay donnera 


oe 


29 oat 27a! + ete. 


; Pel 
(1st 8a) 1+ 2% — Oi te 


oa) 
5,4 2.4.6 8 


a 


~I. 
2.4. 
Un terme quelconque de cette suive peut étre représente par N .2*" 2", 
et comme N est une fraction qui a pour dénominateur 2 élevé a 
la puissance 22—1 au plus, il est clair que tous les termes de 
cette suite se réduiront a des entiers divisibles par des puissances 
de 2 de plus en plus élevées. 

Imaginons maintenant qu’on ne prolonge cette suite que jusqu’aux 
termes exclusivement qui sont divisibles par 2"~', et dans cette hy- 
pothese faisons 


>94 + ete. 


iyi ras hese 
— 2: A fim = 
mad ipo <2 0 Fwy iis wr: 


29 err a a 


“o 
(ase 


ofp 


ples 
2.4. 
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La quantité@’ + «@ ou 9’ —(i + 8a) ne pourra étre composée que de 
termes divisibles par 2”; doncen faisant 2—6,on satisfera a Péqua- 
tion ww’ + a= 2"y. Done la solution générale de cette équation est 


eae ot a + 8. 


Par exemple, pour résoudre léquation a? + 15==2'’y, on fera 
+ a== 2, cest-a-dire que prenant le signe inférieur on fera «= 2, 
et prolongeant la suite jusqu’aux termes divisibles par 2° exclusi- 
vement, on aura 


I I 3 . 
Ga —— | = ot — i se 
2 28 24 


Le terme — 3. 2°seréduit, parla méme omission, & —2° ou 2°—2"=2'; 


Rg 


donc ona @=1— 8—32+ 256=217, eten général a= 5122’£217. 
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S TV. Méthode pour trouver le diviseur quadratique qui renferme 
le produit de plusieurs diviseurs quadratiques donnés. 


(358) Propiéme [. Aimee donnés deux diviseurs quadratiques 
« A, A’, d'une méme formule # + au’, trouver le diviseur quadra- 
« tique qui renferme leur produit AA’. » 

Nous distinguerons deux cas, selon que les diviseurs proposés sont 
dela forme ordinaire py’ +2qgyz+7rz oudela forme py +qyz+r2’, 
dont les coefficients sont impairs. 

Premier cas. Soit A==py'+ 2qy2+rz et =p'y?+2q7'y'z +r2’, 
nous supposerons que les coefficients p et p’ sont premiers entre 
eux, ou que du moins ils ont été rendus tels par une préparation 
convenable. Cela posé, si l’on fait py + q2=a, py +] 27=a', 
on aura pA= 2’? + a2’, p \=2"+ az”, donc 

PU SA (ea 22) + aoe et 2). 
Mais puisqu’on veut que le produit AA’ soit contenu dans un diviseur 
quadratique de la formule ? + au’; puisque diailleurs ce produit, 
considéré en général, doit contenir le produit particulier pp’, on 


pourra supposer AA’=pp' Y’+ 29 YZ+ yZ et pp y—y’ =a, ce 
qui donnera 


pp sd'=(pp Y + 9%) + aZ. 
Comparant cette valeur 4 la précédente, on aura 


PPX +ol=—ax haze 
Tipe Darr oe 


Mettant au lieu de a sa valeur pp’) — q’, la premiére de ces deux 
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équations donnera 


pp Y =(x£92) (a —92z))=pp' y2z; 


et en substituant de nouveau a la place de x et x’ leurs valeurs 
py +42 et p'y + q'z, on aura, apres avoir divisé par pp’. 


Y¥=(y +z) (9 ee) yz, 


Cette quantité doit étre un nombre entier; indépendamment de 


; Ste = : 
toutes valeurs de z et de 2’, il faut donc que ae et 2 rs ? soient des 


entiers. Soit en conséquence 


Q=pneqHpu+yq; (a) 
on pourra toujours déterminer 7 et 7’ par l’équationprz=q=p'n -+ 4’, 


puisque p et p’ sont premiers entre eux; on aura ains) la valeur deg, 


Jaquelle donnera un nombre entier pour y= Car ayant 


g=prazq, et gq’ +a=pr, ilsensuit que 9’ + a est divisible par 
p>; ayant de méme 9=p'n'+q' et q’?+ a=p'r’, il sensuit que 
¢' + a est divisible par p'; donc puisque p et p’ sont premiers entre 
eux, il faudra que 9* + a soit divisible par pp’. 
Les nombres n, 7’, 9, y étant déterminés comme on vient de le 
dire, si l’on fait 
Y=(yn2)(y'—n z) = baz 
L022 ao (py t+ 22 -(ply'+q2z)z, 
on aura le produit cherché 
AA =pp'Y’+ 29 YZ+ 42; 


de sorte que ce produit sera contenu dans un nouveau diviseur qua- 
dratique de la méme formule @ + aw’. 

(359) On doit remarquer , a cause de l’'ambiguité du signe + dans 
l’équation (a) , quele probleme considéré en général a deux solutions. 
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Mais il ne peut en avoir plus de deux. En effet, on peut supposer les 
nombres p et p’ premiers l'un et l’autre; et le diviseur quadrati- 
que, quel qu'il soit, qui renferme AA’, sera toujours de la forme 
PPY + 29y¥2+ $27, ot lona g? + a=pp'd. Mais lorsque les nom- 
bres p et p’ sont premiers, il n’y a que deux valeurs de » moindres 
que >pp’, qui rendent 9+ @ divisible par pp’. Done il ny a au 
plus que deux diviseurs quadratiques différents qui renferment le 
produit AA’. Je dis aw plus, parce que dans quelques cas particu- 
hers, les deux diviseurs quadratiques réduits 4 l’expression la plus 
simple, pourront coincider en un seul , lequel contiendrait A A’ dans 
deux combinaisons différentes. Cela doit arriver, ainsi qu’on en 
verra un exemple, lorsque la formule ? + au’ ne contient quun 
seul diviseur quadratique correspondant aux formes linéaires dans 
lesquelles pp’ est compris. 


(360) Second cas: Sile nombre a est de forme 8 n + 3, et qu’en 
conséquence le diviseur quadratique A, qu'on supposera impair , 
soit de la forme py’? + qyz +72’, dans laquelle les coefficients p, 
qr sontimpairs, etou lon a 4pr—q’ =a, on pourra encore faire 
usage de l’analyse précédente, pour avoir le produit AA’. En effet, 
comme on a 2A=2py?+2qyZ+2r2", 2N—=apy?+2ag'y'2+27'2", 
il suffira de mettre dans les formules trouvées 2 p et ar a la place de 
pet r. On aura donc, pour déterminer 7 et n', l'équation 


pr—pr=7(7 +9); (b) 
d’ou on déduira les valeurs de g et Y, savoir p= 2pn=+=q, y= ae : 
Faisant ensuite Y=(y-nz)(y —n’'2) Eb22', Z=(apy+ va eh 
+ (2p'y'+ q'z)z, on aura 


aut AeA pp’ Y°+ 20YZ+ 2. 


,Or on voit que Z étant toujours pair, on peut mettre 2 Z a la place 
de 7,. et alors si l’on. fait de nouveau 


Y=(yt=nz)(y —n'z)th2z 
L=pyz Py 2+3 (Gq) 22, 
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le produit cherché sera 


AA'=pp'’Y’+oYZ+ 47. 
ExempLe lL. 


(361) Soient proposées les deux formules A= hy’ + 10YZ+4+212’, 
Nagy? +29 2z'+ 302", lesquelles représentent deux diviseurs 
quadratiques de la formule ¢ + 26gu’. Pour avoir le produit AA’ 
exprimé par une formule de méme nature, j’observe que les coef- 
ficients i4 et g étant premiers entre eux, on peut, sans aucune pre- 
paration, appliquera cet exemple les formules du n° 358, Faisantdone 
p=14,9=5, Pp=9,7=1, onaura Péquation 1424 5=9n'+ 1, 
laquelle donne deux résultats différents , selon qu’on prend le signe 
supérieur ou linférieur. 

1° Avec le signe supérieur , on aura n=3, n' = 4, p=37, $=13, 
de sorte quen faisant 


Y=yy' +327 —Aye + 22! 
L=i4yz'—gy z+ 422, 


le produit cherché sera 
AA =126 Y*+ 74 YZ + 132’. 


o > UP 1 » — en = eau 
2° Avec Pautre signe, on trouve n=1, n'=2, iene 1) Pa 
done en faisant 


Y=yy —2y —ayz'—322 
Z= 14yz +927 +622’, 


le meme produit sera de nouveau 
AA'=126Y? + 38YZ7+ 52. 


Maintenant, pour réduire ces produits & l'expression la plus simple, 
il faut faire, dans le premier cas, Z==U —aY, et dans le second, 
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Z=U —4Y, ce qui donnera finalement ces deux résultats : 


U= ayy + Oy2z’—3y'2 + 622' 
(1) {0 Y= yy + 39 2—Gyz +22 
A A'=13U? + 22 UY + 30Y’. 
U=4yy + 572+ b6y2z—622 
(2) Y=yy7 —y s—2¥2—322' 
AA’ =5U*—aUY + sf Y’. 


Exempece II. 


(362) Soient proposés les diviseurs A= 7° + z+ 412',.... 
A==y? + 9'2'+ 412”, tous deux appartenants ala formule ¢?+ 163 u’. 
Pour avoir leur produit exprimé d’une maniére semblable, on suivra 
les formules du n° 360, lesquelles donneront les deux résultats que 
VOICI : 

Y=yy' +2y + 4izz 
(1) { Zoy2—y'z 
A= Y*?+ YZ + 417’. 
Y=yy—4122 
(2) L=yz +y Z4+22 
AN =Y?+ YZ+ 417’. 


Dans les deux cas, le produit est de méme forme que les deux fac- 
teurs; et en effet il ne peut étre de forme différente, puisque la 
formule ¢ + 163° nest susceptible que d’un seul diviseur qua- 


dratique. 


(363) Prosiéme II. « Trouver le produit de deux diviseurs quadra- 
« tiques semblables A=py?+2qyz+r2', N= py? +2qy 2472» 

On pourrait, par une transformation, réduire ce probleme au 
précédent; mais ilest plus simple de procéder a la résolution directe 
de la maniere suivante : 

Soit py + yz 2, py'+ q2'=x’', on aura 

AA p?==(a"* + 02") (a! 4+ a2") = (wa hazz') + alee 2'2). 
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Si dans les signes ambigus du second membre on prend le signe 

inférieur, et qu'on remette les valeurs de x et x’ ainsi que celle de 
’ / A ' / / ! 

@, on aura ca +azz=p yy + pq ye +Y 2) +pr2z, et... 

xz—a2z=p(yz —y 2); dou lon tire, apres avoir divisé par p’ . 


AN =(pyy + qy2' + gy +722) + a(yz—y 2)’ 


C'est la premiére valeur du produit A A’ laquelle est de la forme 
VY +az. 

Pour avoir une seconde valeur de ce produit, supposons..... 
AA =p Y?-+ 29 YZ+ 47, et a lordinaire p’) — 9 =a; nous au- 
rons AA‘ p* = y+aZ’; de sorte qu’en comparant cette 
valeur a la premiere, on aura 


Lee eee 
PY of -=2£2 ace, 


substituant dans la derniére équation la valeur de a, ainsi que celles 
de x, x’, et Z, on entire 


Y= (y+ ee ts sb pez’ 


Donec pour que Y soit entier, ees de toute valeur par- 


ticuliere de z et z’, il faut que £—+ ; gah et 2 : ? soient des entiers; de 1a 
on voit que dans les signes ambigus on doit prendre seulement le 
signe inférieur ; c'est pourquoi faisant p=g + pn, on aura 
¥ =(y—n2)(y'—n2)—gaz 
L=p(yz+y'2)+2q22. 
Mais il reste a déterminer 7 de manieére que 4 soit un entier: or on 
a-+ r— +(g-+pn r agn «ity 
a Fenda Os Aim Ran a sl) ben 77" +. n*.Donesil’oncherche 


Jes plus petites valeurs de m et n qui satisfont a l’équation 


r—Ppm—agqn, 


QUATRIEME PARTIE. 33 


toutes les conditions seront remplies; on aura p=q+pn, $=m-+n’, 
et le produit demandé sera dans sa seconde forme, 


AA =p Y?+29YZ+ 2". 


(364) L’équation r=pm—2qn, dans laquelle m et n sont des 
indéterminées, sera toujours résoluble tant que p et 2q seront 
premiers entre eux; elle le serait encore, si p et 2g ayant un com- 
mun diviseur 6, 7 était aussi divisible par 6. Ce cas cependant im- 
porte peu a considérer , ou méme doit étre entierement écarté, parce 
quwalors la formule py* + 2qgyz-+- rz ne pourrait représenter que 
des nombres divisibles par 6. 

Enfin il peut arriver que p et qg aient un commun diviseur 6, 
Jequel ne soit pas commun avec r; alors ’équation r=pm—a2qn 
serait impossible. C’est ce qui aura lieu dans les deux cas ci-aprés. 

° Si a est divisible par 4 et non par 62, car alors p divise bien 
? + au’, mais p* ne peut diviser cette formule qu’en supposant que 
t et uw ne sont pas premiers entre eux. 

2° Si 6 étant diviseur commun de p et q, les nombres p et a sont 
divisibles par 6’; car alors l’équation pr — gq’ =a pourrait avoir lieu, 
sans que r fut divisible par 6. Dans ce cas, une simple transforma- 
tion du diviseur py’ + 2gyz +72 préviendrait la difficulté; on 
bien, comme ce diviseur est alors de la forme p't’y*+- 2q/byz+7rz’, 
tandis que la formule qu’il divise est ? + a'6’u*, on peut mettre y 
a la place de 6y , et wa la place deéw, et on aura p'y’ + 2ag'yz+rz2 
pour diviseur de ¢ + aw’. Or dans cette derniére forme, il n’y a 
plus lieu a difficulté. 


(365) Sile nombre a est de forme 8n + 3, et qu’en consequence 
les diviseurs quadratiques proposés soient A=py*4+-qyz +12", 
A'=py?+qy % +z’, on trouvera par une analyse semblable a 
la précédente, deux formes du produit 44’. La premiere qui se 
présente immédiatement est 


AA=Y’?+ YZ+i(a+1)7, 
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ou l’on aura 


Y=pyy +i(q—iy? +i(qe ry 2+ 722 
L=yz'—y'z. 


Pour avoir la seconde forme, il faut chercher les moindres valeurs 
de m et n qui satisfont a l’équation 


r=p M— qn. 


Faisant ensuite les constantes p=q + 2pn, y=m-+n’, et les in- 
déterminées — 

Y=(y—nz)(y¥ —nz)—y2z 

L=plye+y'2) +922; 
on aura 


AN=p Y’?+oYZ+ 4Z. 


(366) Ll est manifeste que le probleme général qu’on vient de 
résoudre comprend, comme cas particulier, celui ow il s’agit de 
trouver le carré dun diviseur quadratique donné. Mais alors le pro- 
duit n’est susceptible que d’une seule forme; car ayant y z— y' z=0, 
la premiére valeur de AA’ n’est pas de la forme d’un diviseur qua- 
dratique. 

En général , puisqu’on peut exprimer le produit de deux diviseurs 
quadratiques donnés, égaux ou inégaux, par une formule de la 
meme espeéce, laquelle est aussi un diviseur quadratique, il s’ensuit 
qu’on pourra toujours trouver un diviseur quadratique égal au pro- 
duit de plusieurs diviseurs quadratiques données. 

Kt si on s'occupe seulement de la forme des produits, sans s’in- 
quiéter de la valeur des indéterminées qui y sont contenues, le 
probleme devient beaucoup plus simple, puisqu’il suffit d’opérer 
sur les coefficients , lesquels n’offrent qu’un nombre de combinaisons 
Jimite, 

Ayant done désigné, par exemple, par A,B,C, D, ete., les dif- 
férents diviseurs quadratiques qui conviennent a une formule donnée 
(+ au’, on cherchera, par les priucipes précédents , quelles doi- 
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vent étre les formes des différents produits deux 4 deux AA, AB, 
AC, BB, ete. Si l'on trouve que le produit AB peut étre a-la-fois 


de la forme C et de la forme D, on écrira A B= et ainsi des 


autres, Or on congoit que les produits deux 4 deux étant trouvés, 
on en déduira aisément les produits trois 4 trois, quatre 4 quatre, 
ete.; de sorte qu’on connaitra en général les diverses formes du 
produit qui résulte de tant de diviseurs quadratiques qu’on voudra. 

Dans cette notation, il convient de distinguer BB de B’; lexpres- 
sion BB désigne le produit de deux diviseurs quadratiques sem- 
blables a B, mais dont les indéterminées sont différentes ; l’expres- 
sion B* designe le carré du diviseur B, et suppose par conséquent 
que les deux facteurs B et B sont identiques, tant dans les coetfi- 
cients que dans les indéterminées; cette circonstance apporte une 
modification au résultat , car nous venons de voir que B’ west sus- 
ceptible que d’une forme, tandis que BB en a toujours deux. Une 
pareille difference se fera sentir dans les expressions BBB, B’B,B’, 
et autres semblables : il est done nécessaire de chercher a quelle 
forme doit répondre une puissance queleonque d’un diviseur qua- 
dratique donne. C’est l'objet du probleme suivant. | 


(367) Prosréme III. « Etant donné un diviseur quadratique A de 
«la formule ¢ + au’, trouver le diviseur quadratique de la méme 
« formule, par lequel la puissance A” puisse étre exprimée. » 

Premier cas. Soit le diviseur donné A=py’ + 2qgyz+ 72’, et 
supposons, pour éviter toute difficulté, que ce diviseur a été préparé 
de maniére que le coefficient p est un nombre premier non diviseur 
de a. 

On peut d’abord démontrer qu'il n’existe qu'un seul diviseur qua- 
dratique dans lequel A" puisse étre contenu. En effet, quel que soit 
le diviseur quadratique qui contient 4”, il devra contenir p’. Or on 
a déja prouyé (n° 234) que p étant un nombre premier , la puissance 
p’ ne peut appartenir qu’a un seul diviseur quadratique. Donc it 
n’y a aussi qu’un seul diviseur quadratique qui puisse contenir A". 

Cela posé, puisqu’on a pr=q*+ a, si Yon fait en général. . 


aR 
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(¢ +a! =F+ GY —a, q—V—a! =F —GY —a, onaura 
(7? -+ a)’ ou p*r*= I" + aG’. Or je dis que G et p sont premiers 
entre eux, car si G était divisible par p, F le serait aussi d’apreés la 
derniére équation. Mais ona 


- Rn ce) enna n.n—1t.n—2.n—3 
moe — oo (y a nen ae 
b f 7 ay be 2v doh 


n—4 2 
¢ a’—ete. 
1.2 is ; 


et si on néglige les multiples de py, on aura 


2 n.a—1  n.N—1.n—2.n—3 eee e ie ke 
a=—q7,eth=q (4 et RE ete. =a q - 


Donec g, et par conséquent a, serait divisible par p, ce qui est 
contre la supposition. 

Puis done que G et p sont premiers entre eux , on pourra faire 
F=9G-+ p"H, 9 et H étant des indéterminées, et en substituant 
cette valeur dans l’équation p"r" =I? + aG’, on en conclura que 
o* + aest divisible par p", et qu’ainsi on peut faire 9 + a=p"y. 

Ayant determine de cette maniére les quantités 9 et Y, on aura 
le diviseur quadratique p" Y’ + 29 YZ+ Z’, lequel appartient a 
la formule @ -+-aw’, puisqu’on a p"§ —9’=a. Ce diviseur est celut 
qui contient généralement la puissance A", puisqu’il contient le 
nombre p"; mais il faut voir comment on déterminera Y et Z en 
fonctions de y et 2. 

Soit donc A*=p" Y’+29Y Z+ Z’, oud" p"=(p"Y + 9Z)+ aZ: 
on a dailleurs Ap=( py + 92) + a2’; donc silon fait py+q2=.2, 
PY + oZ=X, onaura X’+ aZ?=(x?+ a2"). Or onsatisfait gené- 
ralement a cette équation., en prenant X + Z)“— a= (a 4+ 2)“—ay, 


d’ou l’on tire 


n.m—I n.n—1i1.n—2.n—3 , 
X= n art 2 2 n—- 4 2 os 
= Lv" ———_ 8"? a +, — ar" a z'—ete. 
1.2 T.as:0.4 
at n.n—1I.N—2 NN—1.2—2.2—3.— : 
LENT Ee ST aA a 2>— ete. 
1.2.3 Pap i ie RES 


la valeur de Z est deja exprimée par une fonction entiére de wv et 
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“ or 
X*— 9 L=X* + al? —p'~Z'=p"(A"*—yZ’), donc il faut que.. 
X°— 9’ Z soit divisible par p*. Mais on voit par Péquation p")—9q’=a 
que 9 ne peut étre divisible par p, puisqualors a serait divisible 
aussi par p, contre la supposition. On ne peut supposer non plus 
que Z soit divisible indéfiniment par p, car alors X serait aussi di- 
visible par p, ainsi que x + @z*; donc en omettant les multiples 
de p, on aurait a z*==— 2’, valeur qui étant substituée dans celle 
de X, donne 


de z, ou par une de y et de z; quant a Y, ona Y== 


X=2" é 4 a +: a ao hie Oe 
donc il faudrait que p divisat x, et par suite z, ce qui ne peut avoir 
lieu, puisque y et z sont des indéterminées a volonté. 

Puisque la quantité X*— 9*Z? est divisible par p", et que ses deux 
facteurs X + 9Z, X —9Z, ne peuvent avoir p pour commun divi- 
seur , il s’ensuit que l’un de ces facteurs est divisible par p”. Et comme 
le signe de ¢ est arbitraire, on pourra supposer que X — 9Z repre- 
sente celui des deux facteurs qui est divisible par p". Donc la valeur 
de Y développée en fonction de « et z, sera un nombre entier, quels 
que soient y et z. Donc le diviseur quadratique p" Y’ + 29Y Z+ yZ’ 
ainsi déterminé, sera égal a la puissance z du diviseur proposé 


py + 2qye+ re. 


(368) Second cas. Soit la formule donnée A=py’* +qyz+72’, 
ou l’on suppose p, g, 7 impairs et 4pr—q’ =a. 

On préparera encore , s'il est nécessaire , cette formule de maniére 
que le coefficient p soit un nombre premier, et on démontrerait 
d’ailleurs , comme ci-dessus, qu'il n’y a qu’un seul diviseur quadra- 
tique qui puisse contenir la puissance demandeée A". 

Représentons ce diviseur par la formule p"Y’?+ 9YZ+ 472’, il 
faudra qu’on ait 4p" )=9’ + a.Or comme ona déja 4pr=q' + 4, 
si l’on fait (4g +2 — a =5F ++GVY—a, les nombres F et 
G seront toujours entiers (n° 57), parce que a étant de la forme | 
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8n+3, —a@ est de la forme 4n +1: on aura en méme temps 
risa =" 
4 
ou p"r*=+(F* + aG’). Or on prouverait, comme ci-dessus, que F 
et G sont premiers entre eux , ou quils ont seulement 2 pour com- 
mun diviseur; donc on pourra faire F=9 G+ ap"H, cest-a-dire 
qu’on pourra toujours déterminer le nombre impair 9 < p" tel que 
F — 9G 


nm 


(4q—tV— a) =+F—+:GVY—a, et par conséquent ( 


soit un entier. Cette valeur de F étant substituée dans |’équa- 
tion 4 p"r"= F’ + aG’, on en conclura que a doit étre un en- 


tier; et comme 9? + a@ est de la forme 87 + 4, on aura en méme 


temps fol égal a un entier. Soit donc 9° + a=4p"p, et il est clair 
que par le moyen de » et }, on aura entiérement déterminé le di- 
viseur quadratique qui contient p", lequel sera p"Y*+ 9 YZ+ $Z’. 

Maintenant, je dis que ce diviseur contient en général A’, en sorte 
quon peut supposer p* Y*+ 9 YZ4 (Z=A=(py+qy2+r2); 
c'est ce qui sera évident, si de cette équation on peut tirer des valeurs 
entiéres de Y et Z, quelles que soient les indéterminées y et z de la 
formule proposée. 

Or de l’équation précédente on tire 


hatp'=(op'V+ 9Z) +aZiaq (GHP 4 te < 


Soit pour un moment 2p"Y+ 9Z=X,2py+qz=a, on aura 
Péquation X* 4+- aZ’=4 (52 + 5a2°)" a laquelle on satisfait géneé- 
ralement en prenant 


($U+42—a)'=+X+iLp—a; 


et on sait que les nombres X et Z tirés de celle-ci seront toujours 
entiers; il restedonc a démontrer que Y est aussi un entier. Or ona 
2p"Y =X— Let X’+ aZ’=4 A"p’; substituant dans la seconde , 
au lieu de a, sa valeur 4p") — 9’, on aura X’— 9*Z?=4 p"(A"— ¥Z?). 
On prouvera d’ailleurs , comme ci-dessus , que les facteurs X — 9 Z, 
X + eZ nont point de commun diviseur autre que 2 ; donc puisque 
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X’— 9°Z’ est divisible par p", il faut que l'un des facteurs X — oZ, 
X + 9Z, soit divisible par p"; et comme on peut prendre a volonté 
le signe de g, on pourra représenter par X—9Z celui des deux 
facteurs qui est divisible par p"; il le sera en méme temps par 2p", 


. . . / Xe Z, * 
parce que 9 est impair; done Ja quantité Y=——*~ sera toujours 


un nombre entier, ou plutdt sera une fonction entiére des indéter- 
minées y et z. Done la formule p"Y* + 9 YZ+ Z représentera 
en général la puissance 7 de la formule proposée py’ + 7 y 2 + 2’. 

Remarque. Si Von veut simplement savoir a quelle forme des di- 
viseurs quadratiques appartient la puissance 7 d’un diviseur qua- 
dratique donne A, l’opération se réduit 4 déterminer les coefficients 
g et }, comme on I'a expliqué dans les deux cas; ensuite on rame- 
nera a l’expression la plus simple la formule p"y* + 29y7z-+ yz’, ou 
la formule p"y’ + oy 2+ 2 (sia est de la forme 8n + 3), qui con- 
tient la puissance désignée. 

I] est facile maintenant d’évaluer dans les produits des quantités 
A,B,C, etc. (n° 366) les termes qui contiennent des puissances 
de ces quantites. 


Exemp_Le I. 


(369) Soit la formule ¢ + 41 wv’ dont les cing diviseurs quadrati- 
ques sont : 


A=y' + 272+ 422’ D=3y+ 2yz+ 142 
B=2y7 + 2724+ 212 E=6y + 2y24+ 72’. 
C=5y + 672+ 102° 


Si on multiplie entre eux deux diviseurs , tels que C et D (en distin- 
guant par des accents les indéterminées de I’un des deux), on trou- 
vera (n° 358) que le produit CD, réduit a Vexpression la plus 
simple, est a-la-fois de la forme D et de la forme E. On trouvera 
semblablement les autres résultats suivants qui renferment les formes 
des produits de deux diviseurs semblables ou dissemblables , dans 
toutes les combinaisons possibles: on y a joint les carrés de ces 
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mémes diviseurs trouvés par les formules du n° 363, ou par celles 
du n° 367 : 


AS AAR =ed | BBA A 
Baza ANA Dono Cc 
C22 UNA G==G BR DeeE cD=}h Dele 
D== CsA DD | R#E—D 

ee yen es CE= 


DD=| EE=—|¢ 


De la on déduira la forme du produit de tant de diviseurs qu'on 
voudra, ou l’on pourra faire entrer des puissances supérieures a 
la seconde, en cherchant leur valeur par les formules du n° 367. 
Par exemple, les produits de trois diviseurs semblables seront : 


D 
Aci 
AAA A pDD=| =/ D 
A A A cD 
| E 
BBB=AB=B 
E 
AC C AE 
coe= | = EEE=| a) 
BCR eG CE E 


dou l'on voit que le produit BBB se réduit a la seule forme B; que 
le produit CCC se réduit de deux manieres différentes a la forme 
C; que le produit DDD se réduit de deux manieres a la forme D, 
et d'une maniere a la forme E, etc. Dans le cas ou les trois facteurs 
seraient égaux, les produits se réduiraient a une seule forme, et on 
aurait (n° 367) 
MaAL PSB. C=C,” Dk EB =p. 
ExempeLe II. 


(370) Considérons encore la formule @ + 8gw quia sept diviseurs 
quadratiques , savoir : 
A= + 272+ 902" B=77' + 6y 2+ 142’ 
B27 + 2ay2+ 452 F=3y+ay2+ 302' 
C=9y' + 2y%+ 102 G=6by + 2y24+ 152, 
D= 187° + 2yz+ 52 
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I.es combinaisons de ces diviseurs multipliés deux a deux , donnent 
les résultats suivants, auxquels on a joint les carrés de ces mémes 
diviseurs : 


A?=—A | AA=A BB=A A A é A 
CC DD— EE=| 

Hest A Ree BERG [D ID B 

Bit ACO) PD cp=|* pE-|F EF=| 5 

D?=—D | AD=D | BE=E 

pe zy —_a|ce=!/F | pr—{E] ec—| © 

E‘=B} AE=E'| BF—G G G D 

F2=—c | AF=F | BG=—F E E A 
= DG= is) 

Gr AG=G en ly e LF C 

E ame 

cG=|¢ FG=| p 

A 

GG=|¢ 


De la on déduira aisément les formes des produits de tant de divi- 
seurs quon youdra, ayant soin de prendre pour les puissances su- 
périeures 4 la seconde les formes déterminées n° 367. Par exemple, 
si on veut avoir toutes les formes des produits A*B, B’C, CD, ete. 
on trouvera 


A?A—A|B?A—A!C?A=— D/D?A= D|E?A=B/F?7 A= C|G?A= C 

ABB ie B85 | CB C|D* B= Cle pg (Lf B= D/ GB D 

A*C=C|B*C=C B (B Spee A 
C?C== D?cC= E?C=D F | Gc=| 

A?D—D|B*7D—D C [Cc : D D 

i oe sy ee A iy ip eee al A K? D=C 2 — B 2f— B 

POS ae een a alt =\|@ b=. 

ae a ae F (F aoe Soba ee F 
2 sas 2 a C?E= D? E= F E= G?E— 

A?G=G]| B?G=G ( |G E*>F—C IG G 

Coy eee E 2 ep 2 E =|F [hes E 

weet DF! Cl eG=r|F’F=| ¢|6 = 

‘2 {E 2 ie 3 ——s E 2 ike 

CG=/F/DG=lF F Pee Gc=|* 


Au moyen de ces développements, on peut voir tout d’un coup 
quelles sont les combinaisons qui peuvent produire une forme dé- 
terminée. Ainsi on voit que A résulte également des sept combi- 


naisons A*A, BA, C?A, D’D, EB, F°C, GC; de sorte que si on 


42 THEORIE DES NOMBRES. 
avait a résoudre léquation ? + 89 u?=." 2’, cette équation aurait 
sept solutions. 

De méme ayant trouvé AA=A, B}=B, C?=C, D'=A, B= E, 
K--K, G=E, onenconclura quel’équation y* + 89 z’ =.’ a deux 
solutions, que l’équation 77° + 6y2+ 142°=2" en a trois, que 
réquation 18° + 2y z+ 52z’= x’ n’en a aucune, et ainsi des autres. 
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§ V. Résolution en nombres entiers de LEQ ULAELO Nisin ae ty 0 Fs 
Ly +Myz+Nz=b0, 0 étant le produit de plusieurs indé- 
terminées ou de leurs puissances. 


(371) Sais IL.N—;M’=a, si Mest pair, ou 4 LN—M’=a, si 
M est impair; il est aisé de voir que le premier membre de l’équa- 
tion proposée sera un diviseur quadratique de la formule ¢’ + aw’, 
et cette Equation elle-méme étant multipliée par L ou 4 L, deviendra 
de la forme ? + aw=cH, c étant Ld ou 4LO. De la il suit que 
tout facteur de 1 doit diviser la formule # + au’, et par conseé- 
quent pourra étre représenté par un diviseur quadratique de cette 
formule. C’est de ce principe, et de la théorie exposeée dans le § pré- 
cédent , que nous déduirons la solution générale de |’équation dont 
il sagit; mais d’abord il convient de débarrasser le second membre 
du facteur constant c. 

Si dans l’équation ?+ aw’=c Il, on suppose ¢ et uw premiers entre 
eux, il faudra que u et c le soient aussi, et alors on pourra faire 
t=nu-+ cx, ce quidonnera, apres avoir substitué et divisé par c, 


(¢ = eA PO NILL Hh CO I. 


Or wu et c sont premiers entre eux , donc il faut que n’ + a soit di- 
visible par c, et en faisant n*+- a=mc, on aura 


MwW+snuxc+t+cxr=il, 


équation dont le second membre est dégagé du facteur constant c, 
et dont le premier est encore un diviseur quadratique de la formule 
? + au’, puisqu’on a me—n’=a. 

On aura donc autant de ces équations a résoudre, qu'il y aura 
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de valeurs de n, moindres que +c, telles que n* + @ soit divisible 
par c. 

Soit fy? + 2gy2 + h2’=Tr Péquation ou l'une des équations qui 
restent a résoudre. Le premier membre étant un diviseur quadra- 
tique de la formule ¢ + au’, il faudra d’abord chercher tous les 
diviseurs quadratiques de cette formule, que l’on désignera par les 
lettres A, BR, C;D, etc. Ensuite comme Il est supposé le produit de 
plusieurs indéterminées , on cherchera, par les méthodes précéden- 
tes, toutes les formes auxquelles se réduit le produit II, en suppo- 
sant que les indéterminées sont représentées par les lettres A, B, 
C, D, ete. suivant toutes les combinaisons possibles , et en observant 
que différentes indéterminées peuvent étre désignées par la méme 
lettre. Cela posé, parmi toutes ces formes on distinguera celles qui 
donnent pour résultat la lettre correspondante au diyiseur quadra- 
tique du premier membre fy’-+ 2g yz + 2’; et ilest clair qu’autant 
on trouvera de ces formes, autant il y aura de solutions de l’équation 
fy +agy2+h2=T1. Il faudra ensuite, pour obtenir réellement 
les solutions , faire le développement suecessif des produits suivant 
les régles que nous avons données dans le § précédent, et alors les 
indéterminées y et z sexprimeront finalement en fonctions des in- 
déterminées analogues qui entrent dans les différents facteurs du 
produit ff. Tout cela s’éclaircira suffisamment par des exemples. 


ExempeLe I. 


(372) Soit proposée léquation ¢ + 41w= 113.2"; je développe 
d’abord tous les diviseurs quadratiques de # + 41 uw’, lesquels , 
comme on I’a deja vu (n° 369), sont 


A=y'? + 23+ Gaz’ D=3y7 + 2ye+ 142’ 


B=2y7' + 2y2 + 212” KR=6y + 2ay2+ 72’, 
C=5y' + Oyz + 102’ 


Parmi ces diviseurs, il n'y a que A, B, C qui comprennent les nom- 
bres 47 + 1, et dans lesquels on pourra trouver 113. Or si le divi- 
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seur A contenait 113 ,il faudrait que 113 fat dela formule # + 4a wv’, 
ce qui n’a pas lieu, comme on le voit au premier coup d’ceil; pareil- 
Jement si le diviseur B contenait 113, il faudrait que 2 x 1143 ou 
226 fut dela forme? + 41 w’; c'est encore ce qui n’a pas lieu. Comme 
cependant on peut voir, par le caractere (45)= 1, que 113 est di- 
viseur de? + 41 w’, il s'ensuit que 113 estnécessairement compris dans 
le diviseur quadratique C; et en effet on a5. 113=565=147+ 41.3. 
Puisque 147+ 41. 3’est divisible par t13, sil’on fait 14=3n—113m, 
il faudra que 7’ -+ 41 soit divisible par 113. Or la valeur de n tirée 
de cette équation est x== — 33. On connait done ainsi, d’une ma- 
niére directe et presque sans tatonnement, la valeur de n qui rend 
n+ 41 divisible par 113. Cette méthode, que nous venons d’ex poser 
avec quelque détail, est un développement de celle da n° 188. 

Cela posé, soit t= 33u + 1138, on aura, apres avoir substitue 
et divisé par 113, 
log O0Ur -P Vit tea, 


Pour réduire le premier membre a une expression plus simple, soit 
u=u —3t, on aura 
5tt+6tu + 1owuw=2’. 

Le premier membre étant de la forme C, il faut chercher parmi les 
valeurs de A’, B’, etc. celles qui peuvent étre de la forme C; or on 
trouve (n’ 369) que D’ et E’ sont de cette forme ; done Péquation 
proposée est susceptible de deux solutions, selon que l'on suppo- 
ber 21) on a Ii, 

Soit 1° 7x=3y* + 2yz + 142’, on trouvera par les formules du 
n’ 367, 2 =5Y?+6YZ-+ 1077, les valeurs de ¥ et Z etant... 
YS=—y'* +4y2z4+62', Z=y' + 2yz—42, de sorte quon aura 
en meme temps ¢ == Y, w ==Z. 

Soit 2° wx==6y + 272+ 72’, le résultat de cette seconde valeur 
pourra se déduire facilement du précédent (en mettant 2,7 a la place 
de y, et divisant par 2 tant la valeur de x que celles de Y et Z); on 
aura ainsi 27==5Y?+6YZ+4 1077, Y=—o2y+ 4724+ 32, 
L=2y' + 2¥z—22', et on fera de nouveau (= Y, wu’ =Z. 
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[l reste a substituer les valeurs de ¢ et uw’ dans celles de ¢ et u; 
ce qui donnera les deux solutions suivantes de l’équation proposee. 


Ua=By? + 2y2Z+ 142’, t=19yY' +122 y2—48 2, u=4y—10yz—22.2 
raaby? +-2y24+72, t= 38 y+ 122y2—242", u= 8 y’—10yz—1 12’. 


Exempce I[I. 


(373) Proposons-nous maintenant l’équation ? + 41w’= 1132". 
L’opération préliminaire pour diviser chaque membre par 113, 
étant faite comme dans l’exemple précédent, on aura t=33u' + 140, 
u=u —3t, et la transformée sera 


5¢t+6¢u' + 10u ux’. 


Tl faudra done chercher les différentes formes des quantités A’, B’, 
C}, etc., et voir si la forme C y est comprise. Or on trouve (n° 369) 
que la forme C ne peut résulter que de C’; ainsi l’e@quation proposée 
n’est susceptible que d’une solution. 

Maintenant si on fait e—=C=5y' + 6yz-+ 102’, on trouvera, 
dapreses formules: dun’ 3607, o@===249 Wo=19 ete. ve wea 
v=125Y*+o04YZ+ 182’. Quant aux valeurs de Y et Z, elles 
doivent étre déduites des équations 125 Y +47 Z—=a2°— 12322", 
A= 32°2—412, oulona x=5y + 32; or pour que Y soit une 
fonction entiére, on trouve qu'il faut dans les signes ambigus prendre 


linférieur , et alors on a 


Y=y + 307°2 + 30¥27— 82? 
L=7by 2+ goyz— i4z2’ 
a= 195 Y*— of YZ 182". 


Lia valeur de x’ se réduit a l’expression Ja plus simple....... 
5tt+ 6tu + row en faisant Z=3Y—u', puis Y=t + au, 
de sorte qu’on aura u'=3Y —Z==3y' + 15y*z—102',.... 

(¢=2Z7—5Y=—5y + 30y2 + 122°. Donc enfin la solution de 
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l’équation proposée est comprise dans les formules 


e=5y° + 672 + 102? 
t=29y' + 49d z+ 4a0yz*— 1622? 
u== 18y? + 15y°2z—goy2 — 462’. 


Exempce [ITI, 


(374) Si on propose en général Véquation ? + 2uw= 1132", la 
maniére la plus simple de la résoudre, est de faire x= y* + 22’, 
113=9° + 2.4’; et on aura @ + 9u°=(9' +2.4’)(y + 22°)". Or 
on satisfait géenéralement a cette équation , en prenant 


f+ upy—a=(gt4V—2)(y+2V—2)”. 


Soit done (7 + z{“’—2)"=Y + Z)—a, on aura t+ up~—s= 
(g=4— 2)(Y +Zp—2), partant 


a hore 8Z 


C’est la seule solution dont l’équation proposée est susceptible, 
parce que x, comme diyiseur de ¢ + 2w’, ne peut avoir que la seule 
forme y? + 22°. 


Exempte IV. 


(375) L’équation ¢ + 89w=2’, doit avoir deux solutions, ainsi 
que nous l’avons déja remarqué a la fin du n° 370. L’une des solu- 
tions ou l’on aura x= y* + 892’, se trouve immediatement. par 
l’équation ¢ + 89w’=(77 + 8g2’)’, a laquelle on satisfait en faisant 
t+ ul’—89=(y + 2)— 89)’; et ainsi on aura t= y’— 267 y2’, 
u=3y'?z— 8g z’. La seconde solution, fondée sur ce que D’=A, 
se trouvera comme il suit. 

Ayant fait r=D=5y7 + 2y2z-+ 182’; si l’on applique a ce cas 
particulier les formules du n° 367, on aura p= 5,g=1,r=18, 
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p==6, =1, ce qui donnera 


e=125Y?+ 12YZ44+-2? 
my—3ys—inye + az 
=75y'2 + 30yz’— 862. 


Or on peut mettre la valeur de a’ sous la forme a’ =(Z+ 6Y)*+ 89Y’, 
laquelle étant comparée a |’équation proposée, donnera t=Z-+- 6Y, 
u= Y; doncenfin la seconde solution de cette équation sera donnée 
par les formules 


c= by + ays + 182’ 
t= 67 +57 2—4ay2—742° 
uyr— 3y2— 122? +223, 


EXxempLe V. 


(376) On a déja remarqué (n° 370) que Péquation ? + 89 uv = 2" 2’ 
doit avoir sept solutions, attendu que la forme A résulte des sept 
combinaisons A’?A, BPA, @?D, D’D, E’B, F*C, GC. Pour déve- 
lopper une de ces solutions , prenons la combinaison C? D, et faisons 
en conséquence v==9)°+ By 21027, w= Sy” + 27'2'4+ 182°, on 
trouvera dabord par les formules du n° 363, ou par celles du 
i Ope : 

es 5 Le Vere 
T=y—8yz+22' 


V9) +272 22°. 
Si ensuite on multiplie la valeur de 2 par celle de x on trouvera 
par la preniere des deux formules du n° 363, 


x t= (5T y+ Te! + Vy'+ 18 V2') + 89(T 2? —Vy'y. 


Comparant ce résultat avec l’équation proposée @ + 89 v= a2" 2", 
on aura 

¢==5 Ty + Tr+Vy' + 18V2 

t= TeV y's 
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d’ot l’on voit que les quatre indéterminées ¢, «, v, x’ sont expri- 
mées en fonctions de quatre autres indéterminées indépendantes 
ins By 528"; Ce qui constituera la premiére solution. On trouvera 
par des calculs semblables les six autres solutions dont ’équation 
proposée est susceptible. 

Remarque. Pour peu qu'on y fasse attention, on verra que cette 
théorie s’étendrait facilement au cas ou le premier membre de l’équa- 
tion proposée serait un diviseur de la forme ¢— au’. On pourrait 
aussi résoudre, par les mémes principes, les cas ou les indétermincées 
du premier membre seraient supposeées avoir un diviseur commun; 
mais nous n’avons pas cru devoir entrer dans tous ces détails, qui 
noffrent maintenant aucune difficulte. 


If. 4 
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§ VI. Démonstration d'une propriété relative aux diviseurs qua- 
dratiques de la formule t? + au’, a étant un nombre premier 


Orsi. 


Chi) Ox a déja remarqué, n° 217, que si dans la formule @ + aw’, 
a est un nombre de forme 8n + 5, deux diviseurs conjugués de 
cette formule, tels que py’ + 2qgy2+2m2’,2py+ 2qgy24+Mz, 
appartiendront toujours l’un a la forme 4x + 1, l'autre a la forme 
4n-+3; de sorte qualors il y a autant de diviseurs quadratiques 
An -+- 1 que de diviseurs 47 + 3, et ce résultat a lieu quel que soit 
le nombre a, pourvu qu'il ne sorte pas de la forme 8n + 5. 

Au contraire, lorsque a est dela forme 8 n + 1, les deux diviseurs 
conjugués dont il s agit sont tous deux de la forme 4 + 1, ou tous 
deux de la forme 42 + 3, de sorte qu’on ne peut plus rien conclure 
sur le nombre relatif des uns et des autres; et en effet inspection de 
la Table IV fait voir qu'il y a a cet égard une grande irrégularite. 
Mais lorsque a est un nombre premier, on remarque dans cette méme 
Table que le nombre des diviseurs quadratiques 47 + 1 surpasse 
constamment d'une unité le nombre des diviseurs 47 + 3. Ainsi on 
voit que la formule @ + 41’ a trois diviseurs quadratiques 47 + 1, 
et seulement deux 47 +- 3; que la formule @ + 89u a quatre divi- 
seurs quadratiques 4 + 1, et seulement trois 4 + 3, ete. 

On s’assurera aisément de cette propriété dans beaucoup d'autres 
cas particuliers; mais il n’est pas aussi facile de l’établir d'une ma- 
niere générale et rigoureuse. Voici la série de propositions que cette 
démonstration semble exiger : elles offriront en méme temps divers 
résultats remarquables qui contribueront a étendre et perfectionner 
les théories précédentes. 


(378) Proposition I. « Soit aun nombre premier 47 + 1, et soit 
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«py +2qy¥z2+2mz2* lun des diviseurs quadratiques 4n 4-1 de 
« la formule ¢ + aw’, je dis que l’équation U’=py’*+ 2qgy2+amz 
« sera toujours résoluble. » 

Car sion multiplie cette équation par p, et qu’on fasse py +-qz=., 
on aura p U*=.2* + a2’, equation toujours possible (Voyez n® 27 
et 195). 

I est mutile observer que si py’ + 2972-4 2m2z’ était un di- 
viseur 4x +3, Péquation W=py + 2qyz-+ 2m’ serait impos- 
sible, puisqu’aucun carré ne peut éctre de la forme 47 +- 3. 


(379) Proposition If. « a étant un nombre premier 87 + 1, la 
« formule @ + @v’ aura toujours un diviseur quadratique de la forme 
«fy +2agyz+af2.» 

Car on peut toujours (n° 149) satisfaire a ’équation a=2f’—¢”, 
laquelle étant posée, ils’ensuit que fy’ + 2agyz + 2/2’, oul’expres- 
sion la plus simple de cette formule, est un diviseur quadratique 
de la formule ? + aw’. 

Remarquez que le diviseur f'y* + 2g y2+ 2fz2' ne différe pas de 
son conjugué; dans ce cas, par conséquent, les deux diviseurs con- 
jugués se réduisent a un seul qu’on peut appeler diviseur singulver. 

(380) Proposition III. « a étant un nombre premier 87 + 1, 1] 
« y a toujours une infinité de valeurs def et de g qui satisfont a 
« Péquation 2/’— g*==a, néanmoins il n’en peut résulter qu'un 
« seul diviseur quadratique de la formule ? + aw’. » 

Car on trouvera aisémeiit (n° 38) que la série des valeurs de / et 
g qui satisfont a l’équation 2/*-—g’ =a, est telle que si /” et g’ 
suivent immédiatement fet g, on a 


S=3f+r2g, g=sgt+4f 
De ces nouvelles valeurs résulte le diviseur quadratique singulier 
(3f+ 2¢)7 +2.3¢4+ 4/f) 72 + 2(3f+ 28)2’. 


Or si dans ce diviseur on fait y=2z —y’, z= y'—2z' (ce qui ne 
restreint pas la géneéralité des variables y et z),on aura pour trans- 
4. 
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formée fy? +-2g7 2 +22"; d’ou l’on voit qu’en effet le diviseur qua- 
dratique f’y’ +2g'yz+2f'2 nest pas différent de fy’ + 2gyz+ fz’. 
Corollaire. De la il suit que a étant un nombre premier 87+ 1, 
Jes diviseurs quadratiques de la formule ? + az’ seront composes 
de plusieurs couples de diviseurs conjugués et d'un diviseur sin- 
gulier. Le nombre total de ces diviseurs sera donc toujours impair, 
et ainsi il est impossible que le nombre des diviseurs 47+ 1 soit 
égal au nombre des diviseurs 4 + 3. 


(381) Proposition IV. « Le carré d’un diviseur quadratique 
« PY +2qGy +272’, etcelui de son conjugue 2p y*-+ 2gyz+72’, sont 
« compris dans un méme diviseur quadratique p’y’ +2972 + Y 2.» 

Car suivant la méthode du n° 363, si lon détermine », et v par 
Péquation 7-=pyu—qv, quensuite on fasse p=q + vp, }==v'+ Qu. 
Y=y—2avy2—2p2’, L=22(py+qz), on aura 


(py+2aqyz+anv’yv=p Y*+29YZ+ 72, 


Dans cette équation, qui doit étre identique , mettons 27 a la place 
dey, et comme alors Y devient pair ainsi que Z, faisons Y = 2Y’, 
Z=2Z2Z), ce qui donnera Y'= 2° — 2vyz—yp2", Z'=2 (apy + q3); 
nous aurons par la substitution, et aprés avoir divisé par 4, 


(2py+aqyz+neympY?+20YZ7+4Z". 


Donc le méme diviseur quadratique p’ y’ + 29y2+ ¥2, qui con- 
tient le carré du diviseur py’ + 2qgy z+ 272°, contient aussi le carré 
de son conjugué 2py’? + 292+ 72. 

Corollaire. Etant proposée l’équation U?==P Y*+2QYZ+RZ’, 
si on en connait une solution comprise dans la formule........ 
U=py'+2qy2z-+272’, ily aura toujours une autre solution donnée 
parla forme conjuguée U==2 py’ +2qyz+ 72°. Ces deux solutions 
se confondent en une seule, si la valeur de U est égale au diviseur 
quadratique singulier , c’est-a-dire si l’on a U = fy? +2g¢y2+2/2'; 
mais alors le second membre de |’équation proposée serait de la 


forme 2 Y’ +2YZ+ (<=*) Vb 


yr 
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(382) Proposition V. « p étant un nombre premier , ainsi que a, 
«si on ap’? =M? + aN’, je dis que p ou 2p sera nécessairement 
« de la méme forme ¢ + aw’, de sorte que p appartiendra soit au 


« diviseur quadratique y* + 272+ (a+ 1)z soit & son conjugué 


<a -- 2yZ+ (+) Zee 


En effet, ’équation supposeée p’? = M’?+-aN’, donne p’— W=aN’; 
done puisque @ est un nombre premier, il faut que l'un des facteurs 
p+M, p—M soit divisible par a, ct comme le signe de M peut 
étre pris a volonté, on pourra faire p + M=aP,p —M=Q, ce qui 
donnera PQ=N*. On on satisfait généralement a cette derniére 
equation, en faisant, avec de nouvelles indéterminées, P==7°R, 
N=roR, Q=o’R. On aura donc 2p =aP + Q=R(o’+ a7’), 
d’ou l'on voit que R ne peut étre que 1 on 2: si R=2, on aura 
Pp =o’ + an’;si R=1, on aura 2p—o'+ ax’. Donc p ou 2p est 
nécessairement de la forme @ +4 wv’. Mais si p est dela forme ?+ au’, 
il est contenu dans le diviseur quadratique,y* + az’, qui est le meme 
que y’ + 272+ (a+ 1)2’, et il ne peut par conséquent appartenir 
qu’a ce seul diviseur. De méme si 2p est de la forme ? + aw, p 


appartiendra au diviseur quadratique 27° +27z+ (= *) z’, et 


il ne pourra appartenir qua ce seul diviseur. Donc st on a... 
p’=M’+ aN’, il faudra que p appartienne a l’un des diviseurs 
a+ 

2 


wt 
awe 


conjugués 7° +- 2yz2+ (@+1)2,27 +2y3+ ( 

(383) Proposition VI, «p étant un nombre premier quelconque, et 

: a-+-l ry 

« d@unnombre premier 87-+ 1, si ona p’=2M’+2MN+ ( —=*)N ; 

« Cest-a-dire si 2p’ est de la forme P? + aN’, je dis que p appar- 
« tiendra nécessairement au diviseur quadratique singulier.... 

SY +2gyz+ 2f2', en sorte quon aura p= fp’ + 2g nv + afv 

Car a étant un nombre premier 87 +1, 0n peut faire a= 2f°— g’, 

et cette valeur é:ant substituée dans l’équation 2p’—=P’ + aN’, il 


en résultera P?— 2 p’=(g?— 2f”)N’. Les nombres P et p étant 
premiers entre eux , on voit que N, diviseur de P’ — 2p’, doit étre de 
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la forme «*?—2 67; donc on aura P? — 2p’==(g"— af") («’ — 26’), 
equation a laquelle on satisfait géneralement en faisant P + py’ 2= 
(g+/V 2) (a+ 6 2); de la résulte p= fo +2 906 + 2/6; donc 
p est compris dans le diviseur singulier fy + agyz + 2/2". 

(384) Proposition VII. « Je dis maintenant que les deux divi- 
« seurs conjugués qui, pris pour U, satisfont a ’équation proposée 
«W=PY*+2QYZ+KRZ’, sont les seules solutions dont cette 
« équation est susceptible. » 

Pour démontrer cette proposition, cherchons en général les con- 
ditions qui doivent avoir lieu pour que deux valeurs différentes de 
U, savoir, 

U=py? + 2972+ 902" 
Usp'y+aqyzt+an2 


satisfassent égalementa l’équation proposée U’= PY’ + 2QYZ+ RZ’, 
ou Y et Z sont des indéterminées qui doivent étre fonctions des 
indéterminées y et z. 

Nous supposerons que les deux valeurs de U sont préparées de 
maniere que p et p’ soient des nombres premiers; cela posé, on 
trouvera d’abord que les carrés de ces valeurs sont compris dans 
deux formules de cette sorte : 


DIY 2O¥Z+ HD 

Poy H2gyatye, 
lesquelles doivent se réduire, l'une et l’autre, a la forme donnée 
Py +2Qyv2z+R2’. De la on voit que p* doit étre compris dans la 
formule p?y’ + 206 yz + 2", etréciproquement p” dans la formule 
Py + 29y¥2 +2. On peut donc faire tout a-la-fois 


Pp aa a + 29) a 6+ y'6? 
PrP e+ 2906 + 46. 


Soit p’a + 96 =y, on aura p*p?=y' + a6, ou 


(pp'+y) (pp —y)= a6. 
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Puisque @ est un nombre premier, et qu’on peut prendre a volonté 

le signe de y, on pourra supposer pp'+ divisible par a; faisant 
v7 bd , ¢ . 

done 6== ABC, l’équation précédente se partagera en ces deux-ci: 


pp + y=aAB, 
pp —y=AC’, 


d’ou résulte pp’ = + A (C* + ¢ B’). Maintenant, puisque p et p’ sont 
premiers , les seules valeurs qu’on peut donner a A sont 1,2, p ou 
Pp, 2pou ap’. | 

On ne peut faire A=p, ni A==2p; car alors € étant divisible par 
p>» ia quantité p” égale a p’a’+290%6+46 serait aussi divisible par 
Pp» ce qui est impossible : par la méme raison, on ne peut avoir 
ie pL 3 

Si l’on faisait A==2, on aurait pp’ =C’ + aB’; pp’ serait done 
de la forme y* + az’, et alors les deux nombres p et p’ appartien- 
draient a un méme diviseur quadratique de la formule ¢ + au’, ce 
qui est contre !a supposition. 

Il reste donc a faire A= 1, alors on aura 2 pp’ ==C’ + aB’; done 
les nombres p et 2p‘ appartiendront a un méme diviseur quadra- 
tique de la formule @ + aw’; mais les nombres p’ et 9.p' appartien- 
nent toujours a deux diviseurs conjugués l’un de l'autre. Donc les 
nombres p et p’, qui sont supposés n’étre pas compris dans le méme 
diviseur quadratique, appartiennent nécessairement a deux diviseurs 
conjugués : ce qwil fallait démontrer. 


(385) Proposition VII. « Le nombre des diviseurs quadratiques 
«4n-+t1 dela formule ?+ au’, oudest un nombre premier 87 +1, 
« surpasse toujours d’une unité le nombre des diviseurs quadrati- 
« ques 4n + 3 de la méme formule. » 

En effet , soit M le nombre de diviseurs quadratiques 4n + 1, et 
N le nombre des diviseurs quadratiques 47+ 3; si on désigne 
par A, B,C, D, etc. la suite des diviseurs quadratiques 42 +1, 
les équations U*==A, U*=B, U*=C, etc. admettront chacune 
deux solutions distinctes, a l'exception de l’équation.......... 
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a+ 
2 


U2 Y*+2YZ+ Z’,quin’en admettra qu'une. Donec le nom- 


bre total des solutions sera 2M— 1. Mais ces solutions qui doivent 
étre toutes différentes les unes des autres, comprennent nécessaire- 
ment tous les diviseurs quadratiques, tant 47 +1 que 4n+ 3, dela 
formule ? + au’. Done on aura 2M—1=M+N,ouM=N-+1: 
c'est la proposition qu'il s’agissait de démontrer. 

Remarque. Puisque, dans le cas dont nous venons de nous oc- 
cuper, la formule @ + @ wu’ a toujours au moins trois diviseurs qua- 
dratiques, savoir le diviseur »* + 2yz+ (a+ 1)2’, son conjugué 
ay + 2yz-++(a+1) 2’, et le diviseur singulier 2f7°+ agyz +/z', 
lequel ne se confond avec les précédents que dans le seul cas de 
a==1, cas exclu; il s’ensuit qu'il y a toujours au moins un diviseur 
quadratique 4+ 3, ce qui justifie la supposition faite dans l’ar- 
ticle 171, de laquelle dépend la démonstration de la loi de réci- 


p rociteé. 
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S VU. Démonstration du Théoréme contenant la loi de réciprocité 
qui existe entre deux nombres premiers quelconques (n° 166). 


(386) Lemme. « iis p un nombre premier positif (2 excepté), A 
« un entier quelconque non divisible par p; si on divise par p les 


: ; 5 PAST 5 
« produits successifs 4, 2k, 3k.... Pk, les restes de ces di- 


ei % , . v t I 
« Visions seront composés en partie de nombres a’, a’, a”... .a@” plus 


« petits que +p, en partie de nombres 0’, 2",b”.. .b* plus grands 
« que +p. Cela posé, » désignant le nombre de ces derniers restes, 


- 4: , ae k Us ORE - 
« je dis qu’on aura en général ( - )==(—1)"; savoir (= )== + 1 si 
| , P P 


; k : : . 
«pw est pair, et (=) = -— I Sip est impair. » 
P 


" 


Il est clair d’abord que les restes 0’, b', b 
eux. Car si deux de ces restes, dus aux multiples kA, 4A’, étaient 
égaux, il faudrait que la différence (A’'— A) fut divisible par p ; 


, etc. sont inégaux entre 


c'est ce qui n/a pas lieu, puisque p est un nombre premier qui ne 
divise ni k, ni A’—A>;car ailleurs A’ et A sont mégaux et plus 
petits que p. On prouvera de méme que tous les restes a’, a’, a”, ete. 
sont iégaux entre eux. 

I] suit de Ja que tous les nombres p—l', p—b’, p— 6", etc. sont 
inégaux et plus petits que +p: or je dis qu’aucun d’eux ne peut étre 
égal a l'un des nombres a’, a’, a”, etc. En effet, si deux restes tels 
que @ et b sont dus aux multiples 4A, 4A’, on pourra supposcr 
a=kv\—px2,b=kA'—pa'; si done on avait p—b=a, il en 
résulterait p (1+ 2+ 2) ==k(A+ A’); donc iJ faudvait que k(A+ A 
fit divisible par p ; or & ne Pest pas non plus que A+ A’, puisque 
A et A’ sont tous deux plus petits que +p ; done l’équation preécé- 
dente est impossible. 
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Maintenant, puisque la série a’, a’, a”... ‘ae et la série p—l'. 


p—h'", p—l""...-- p— ©" ,sont lune et autre composées de nom- 
bres différents, positifs et plus petits que +p ; puisque d’ailleurs le 
nombre total 2 + p. des termes de ces deux series est égal a | (p—1) 


nombre des multiples k, 24, 34. kk, d’ot: ils tirent leur ori- 
gine, il sensuit que le produit de tous ces nombres ne peut etre que 
oe -—, et quainsi on a l’égalité 
ad a'a"...a(p—b') (p—o")...(p—b")=1.2.3...4(p—1), 
dans laquelle, en rejetant les multiples de p, on obtient 
Gade a BEE! bY (— 1) =1.3.5...5(p—1). 
Mais d’un autre coté, en rejetant aussi les multiples dep, on a 
kok. 3k...2(p—vk=aa'a”...ao'b'b".. .o* 
et le premier membre de celle-ci =1.2.3...+(p— 1) he a 
De la comparaison de ces deux équations il résulte 


Taco Bie eget iy) a ess [3 00,. sat iome S 


Done on ak?! pre 1*—=1 ouk?(P— 1). (— 1)", Maieene a) 
est, en rejetant les multiples de p, la valeur de l’expression G i 


done enfin on a, conformément 3 a lénonceé du lemme, 


( =) 22 
Neg Sg 
(387) Puisque le nombre u, selon qu'il est pair ou impair, deter- 
ine Ja valeur de Il’ ag ’avol 
CT dar ea Cae ae VES Henne il importe d’avoir une valeur 
analytique de ce nombre. Pour cela, j’observe que @ désignant l'un 


os t u oN ’ , " 
des nombres a’, a’. ..a°, etb Yun des nombres 6’, b". ..6%, on aura 
par les suppositions déja faites, 2a <pet2b>p. 
Représentons a l’ordinaire par E () Ventier le plus grand contenu 
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dans une quantité quelconque x, en sorte que .«— E (a) soit tou- 
jours une fraction positive plus petite que l’unité. 


. ron * . == | 
Si on consideére les divers multiples, , 24... —k, d’ow nais- 


sent les restes a’, ', ete., et qu'on désigne Were cn par Ak 
le multiple qui donne le reste a, et par B& celui qui donne le reste 6, 


Ak BA B 9 ‘ 14 
on aura SEA )<set . Reg resulte 


E(**)— (~)=0, 
Fae I. 


Ajoutant ensemble toutes les équations qui auront lieu semblable- 
ment pour toutes les valeurs de A et B, depuis 1 jusqu’a $(p—r), 
il est clair que le second membre sera composé d’autant d’unités 


quily a de nombres B; et cenombre d’'unités ayant déja été désigné 
par »., on aura done 


Ee aay ee Ga capea | coor lw | 
—2E(~)—2E(*)—2E(= ania =i | % 


D/ailleurs, comme on n’a besoin de la valeur de p». que pour savoir 
si elle est paire ou impaire, on peut dans la formule précédente 
omettre les termes divisibles par 2, ce qui donnera simplement 


p=E(+)+E(S)+EC) ge +E (2="") + E(2=*). 


(388) Cette expression est susceptible de réduction; d’abord si l’on 


fait k—=mp-+z, x tant positif et <p, on aura & A= ater 
=h—m—14+4—; done B(‘2—") =k — ee ee =) 


3% 
pareillementon aura E (+) =k—1—E (=) , ainsides autres. 


I] faut substituer ces valeurs dans la formule, et pour cela distinguer 
deux cas, selon que p est de la forme 4n + 1 ou 4n-+ 3. 
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arg aa O 2k 4k , 
Sot p=-4 7-1 rae nombre des termes ES) E .. hs ete, 


sera = 27. Les n premiers forment la suite 


EC ee +E(= ) cae +E(+2*) 


Les n autres, écrits dans l’ordre inverse, forment la suite 


aaa ee hy) e 
Be") 4 Ee) pant +E (Cer, 
P p P 
lesquels, suivant la transformation précédente , deviennent 


n(k—1)—E(;) — E(+)— E(=) rie —E(G2— 9s), 


Donc on aura 


= 7(p= 1)(k—1) + E(2*) + ES) Tees +E(2*) 
—E(5)—E(=) ce —E(#=**). 


Ajoutant au second membre le nombre pair 


2E() +2E(—) mia + aE (=), 


ce qui est permis pour notre objet, on aura plus simplement 


RY a R(2® 3h aay 
yo=t(p—t)(A—1 +E(2)-+E(= +E (= )...4 ECS 
‘ 4 (P ) ( ) P p ) P 
2° Silona p=4n-+ 3, il yaura 22+ 1 termes dans la valeur de u5 les 
n premiers seront toujours E (= 2) E(S)+ E(=)... +E (*2*): 


les (n + 1) autres seront 


E p=" k) +E (=n). ee E(AE se): 


et par la transformation indiquée ils deviennent 


a+ 1)(k—~1) EC -)\— E(*) —E(=)., —E(*4's). 


PB 
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le sorte qu’on aura 


=i(pt NR) +E) +E)... 48H 


—E(5)—B(}).---E (44) EC), 


ou en ajoutant le nombre pair 2 E () +2E (=) +- ete. , 


p= i(p+1)—-1)+ EC) +ES) +E ss FE(AEER), 


* I . I 
(389) Comme } (p—1) dans le premier cas, et +(p + 1) dans le 
second , sont des nombres entiers; lorsque 4 sera impair, les deux 
formules se réduiront généralement a une seule, savoir : 


p=E (2) +E (4) 4 E(4).... + ERAS), 


(390) Lorsque & est pair, les deux formules peuvent aussi se ré- 
duire a une seule, savoir: 


wo=t(pi)(k—1)+ E() +22) +E(S), ye +E(#2—=")") > 


pourvu qu'on determine le signe ambigu de maniére que +(p+1) 
soit un entier, et alors on peut méme réduire 7(p=1)(k—1) a 
+(px+1);car il n'est toujours question que de savoir si p est pair 
ou impair. 

(391) Soit, par exemple, k= 2, alors tous les termes E(3), 
E (2) ..-E Sy sont nuls, et on a simplement p= ;(p = 1). 

Done si p=8n + 1 ou 8n +-7, lenombre » sera pair, et on aura 
( =) oe 

P 

Si, au contraire, p==8n+30u 8x +5, le nombre » sera impair, 

et on aura (=) —— I, 
Vad 


On parvient ainsi trés-simplement aux théorémes connus conte- 
nant la relation de 2 4 tous les autres nombres premiers (n° 150), 
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théorémes qui étaient regardés comme difficiles a démontrer, lorsque 
la science des nombres était moins avancée. 


(392) Soient maintenant & et p deux nombres premiers impairs 


quelconques; ayant deja fait G) == (—-1)", faisons semblablement 


Q=C 1); nous aurons, suivant la formule du n° 389, 


pty E(S)4+ E (24) + E()....4 EPS) 
+B(2)+E(P) +E (2 ot ECE). 


Supposons k <p, et faisons 52, p=ap'-+ 1, 4=9Kk-+- ¥, ce qui 
donne 


p+v=E(x) + E(ax)+E(3a)..... + E( p'x) 
+E(2)+E(2)+E(5) ha +E(=), 


je dis que le second membre se réduit a p'k’. 
En effet, considérons d’abord la suite 


Z= K(x) + E(az)+ E(az)....+E(p'a), 


et observons que les termes de cette suite croissent par degrés , de- 
puis zéro, qui est la valeur de E(x), puisque x < 1, jusqu’a /’, qui est 
la valeur de E(p'x); car ona ee ae = KP : 
done E( p'x)=A’. Il faut maintenant examiner combien dans cette 


suite il y a de termes égaux a1, combien d’égaux a 2, et ainsi de 
suite. ' 

Pour cela prenons des indéterminées m,,m,, m3...my, telles 
qu’on ait 


NM, CoS l, MN, Say CoS, ee ee ea 4 he Sa Ks 


Aucun des nombres m,, m,, ete. ne pourra etre entier, puisque leur 


. pend Zp , . 
expression générale m,—= =, z étant <k, Soit donc...... 


2 
x 
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E(mz)= M,, ensorte que m; tombe entre les entiers consécutifs M., 
M., + 1; il suit évidemment de ces suppositions, 

1° Que les premiers termes E(x), E(2a),... jusqu’a E(M,x) 
sont zéro; leur nombre = M.. 

2° Que les termes suivants E(M, + 1), E(M,+ 22),... jusqu’a 
E(M, x) inclusivement , ont pour valeur 1 ; leur nombre =M,—M.,. 

3° Que les termes suivants E(M, + 12) + E(M,+22),... jusqu’a 
E (M;.) inclusivement , ont pour valeur 2; leur nombre = M;—M.. 

Et ainsi de suite jusqu’aux dcrniers termes dont la valeur est 4’ 
et dont le nombre = p’ — Me. 

Donc en réunissant tous les termes qui composent Z, on aura 


Z=o x M,+1(M,—M,) 
Se 2(M;—M,) 
Ae 3(M,—M;) 


Sr (k— 9) (Ma— My— 1) 
+ K'(p'—Mb), 


ou en réduisant, 


7K pM, M.— M,-...— Mys;—-M,, 


Mais en général Mz =E(m.)=E (2); donc 


i 2. 3 k’ 

Z= K'p'—E(Z)—E(Z)—E(G).-.---E(3): 
Substituant cette valeur dans celle de » +, onen tire cette formule 
trés-simple ». + v= p' k’, ou 

w+ v= 5 ( p—1) (k— 1). 


(393) De cette formule se déduit immédiatement le théoréme con- 
tenant la loi de réciprocité qui existe entre deux nombres premiers 
quelconques p et k. Si l'un des nombres p et ’, ou tous les deux, 
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sont de la forme 4n + 1, la quantité ;(p — 1) (A— 1) sera un nom- 
bre pair; ainsi les deux nombres » et v seront tous deux pairs ou 


: 7 : Pie k 
tous deux impairs, ce qui donnera (4) 2 ey ; 


Si les deux nombres premiers p et & sont tous deux de la forme 
4n +3, la quantité +(p— 1) (k—1) sera un nombre impair; done 
yet vy devront toujours étre Pun pair et autre impair, ce qui don- 


nee E—=—(0) 


D/ailleurs la formule générale qui satisfait a tous les cas, se dé- 


duit des expressions G=c Nee: G)=Cn’, qui donnent 


k fl. —1tk—r AM 
=Q)C ie ri (— Nemeae oy comme au n° 1606. 


Ainsi se trouve démontré généralement un théoreme qu'on peut 
regarder comme le plus important de la théorie des nombres, ct 
qui a offert de grandes difficultés a presque tous ceux qui ont en- 
trepris de le démontrer par d’autres voies. 

La démonstration que nous venons d’en donner, d’aprés Vréd. 
Gauss, est d’autant plus remarquable qu'elle repose sur les principes 
les plus élémentaires; mais nous aurons occasion dans Ja section 
cinquiéme d’en donner une beaucoup plus simple dont auteur esi 
M. Jacobi de Konigsberg, connu par ses belles découvertes dans 
la Théorie des fonctions elliptiques. 
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§ VIL. D’une loi trées-remarquadle observée dans l’énumération 
des nombres premiers. 


(394) OQooieue la suite des nombres premiers soit extrémement 
irréguliére , on peut cependant trouver avec une précision trés-sa- 
tisfaisante combien il y a de ces nombres depuis 1 jusqu’a une limite 
donnée x. La formule qui résout cette question est 


ee x 
Y= jog. 2 — 1.08366 4 


log.a étant un logarithme hyperbolique. En effet, la comparaison 
de cette formule avec l’énumération immeédiate faite dans les tables 
les plus étendues, telles que celles de Wéga, de Chernac ou de 
Burckhardt, donne les résultats suivants. 


NomBRE y 
Limite x. | 3 MTR ae ee || 


Par la formale.|Par les tables. Par la formule.| Par les tables. 


10000 1230 200000 17982 
20000 2268 250000 22035 
30000 3252 300000 26023 
40000 4205 350000 29961 
50000 5136 400000 33854 
60000 6049 500000 41533 


70000 6949 600000 49096 


80000 7838 700000 56565 


g0000 8917 800000 63955 
100000 9588 goo0000 71279 


150000 13844 1000000 78543 
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(395) Test impossible qu’une formule représente plus fidelement 
une serie de nombres d’une aussi grande étendue et sutette néces- 
sairement a de fréquentes anomalies. Pour confirmer encore mieux 
une loi aussi remarquable, nous ajouterons quayant cherché, d’apres 
un procedé que nous exposerons bientét, combien il y a de nom- 
bres premiers de 1 & 1000000, nous avons trouvé qu'il y en a 78527; 
resultat quit differe peu de eelui de ’énumeération faite dans les 
tables, et encore moins de celui de la formule. I n’y a done aucun 
doute, non-seulement que la loi générale est représentée par une 


. , PY be 
fonetion de la forme rare 


ont en effet les valeurs tres-approchées A=1,...B==—1.08366. 
I] resterait & demontrer cette loi a priori, et c'est une recherche 


mais que les coefficients A et B 


intéressante sur laquelle nous donnerons ci-apres quelques essais. 


(396) St on appelle « la quantite dont il faut que v augmente 
pour que y devienne y + 1, on aura pour determiner z Péquation 
suivante, dans laquelle on a fait pour abréger c= 1,08366, 


a Hy 


= jog. (e@Eaj—ec log. re 


De Ja résulte, en supposant que x est un nombre trés-grand . 


a==(log.#«—c-+ 1) (1 + =); 


ousimplement x =log.v.—o.08366; car ces determinations ne com- 
portent pas une précision rigourcuse. 

Hsit de la qu’a mesure que x augmente, la difference entre deux 
nombres premiers voisins de w augmente aussi, et peut étre repre- 
sentee avee beaucoup d'approximation, quanta la valeur moyenne, 
par log..« —o.08366; desorte quedans un intervalle de 27m termes 
compris depuis 2—m jusqu’a « +m, ondevra compter autant de 
2 7 


log. 2 —o. 08366 ” 


nombres premiers quil y a dunités dans pourve 
que m sOlt assez petit par rapport ax. 


Ce résultat s'accorde trés-bien dailleurs avee la nature des nom 


QUATRIEME PARTIE. 69 
bres premiers qui, en général, doivent étre plus éloignés les uns 
des autres, 4 mesure quils deviennent plus grands. En effet, la 
probabilité qu'un nombre pris au hasard est un nombre premier , 
diminue toujours 4 mesure que ce nombre augmente , puisque Je 
nombre des divisions a essayer pour s’assurer qu’il est premier, 
devient de plus en plus grand. 


(397) D’aprés le résultat qu’on vient d’obtenir, il semble que les 
suites convergentes qui dépendent de la loi des nombres premiers, 
peuvent étre sommeées, comme si cette loi était réguliére et telle qu'un 
terme quelconque étant «, le terme suivant fit x + log.# —e+ 1. 
Voici un essai de ces sommations, qui d’ailleurs seront a vérifier , 
soit par le calcul numérique, soit par des méthodes plus directes. 


Proposons-nous d’abord d’évaluer le produit 


= (0-9) 0-9) 0-8) 2). 


dans lequed Jes dénominateurs sont la suite des nombres premiers 
de 3.4 w. Si on appelle z’ ce que devient z lorsque w se change en 


Oa ; 
ow + log.e—c+1, OU w+a, On aura a==z(—Sa—), Mais par 


d ndds 
les formules connues on a z’=z-+4 - + 53’ For Fete. ; donc en 


regardant « comme trés-petit par rapport a o, cequi est d’autant 
plus exact que » est plus grand, on aura d’abord a trés-peu prés 
ee ce qui donnera pais 2 En 
ek (aS 2 log.©—o. 08366. 
ayant égard aux termes du second ordre , on aurait plus exactement 
A € — 5) 
z= —__+___- ; mais la premiere valeur est suffisamment 
log. — 0.08366 + =~ 


Zz Oe 


approchée, et on trouve qu’er faisant A=1.104, elle représente 
assez bien les nombres de la Table IX. 


(398) Soit proposé maintenant de sommer la suite de fractions 


Z= 3s +E +s 


1 Sie 
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dont les dénominateurs sont les carrés des nombres premiers suc- 


cessifs. En mettant w+ a au lieu de w, on aura 2 —z= 


(Sy a I 3 pees 2a aa 
CTs pees per yeos parva a 8 macs cc gai icl! ou lon tire 


I 
ase he 


I I 
BN tgp Wt tle © + 0.91634) 


La constante A est la valeur de la suite prolongée a l’infini: Euler 
la trouvée = 0.202247. (Introd. in Anal. , n° 282.) 
(399) Quant a la somme de la série réciproque simple 


eas k et Pa I i ee 
DEN te iistanior oe 3 


on peut la déduire des deux sommes deja trouvées. En effet , puis- 
quion a 
I I 1 1.104 
CCAR ANG ee es Se 
3 5 @ log. © — 0.08366 


si on prend les logarithmes de chaque membre, on aura par les for- 
mules connues : 


I I 1 I awa) 
ztez+ oe + - =log. (log. o— 0.08366) 
I I I I I 
SedUpov coer SOC ae — log. (1.104) 
I I I I I 
=f 3 (+H teag atin Ten fe higg 
-+- etc 
’ I I I , ‘ 
Or la suite ae ee ep cs +—, a pour somme 0,202247, en négli- 


tf , . 
geant les termes de l’ordre urea les autres sommes se réduisent 
g. 


pareillement a des constantes dont il est aise de trouver des valeurs 
approcheées ; on aura done la somme cherchée 


u=log. (log. o— 0.08366) —o. 2215. 


(400) La propriété dont jouit la suite précédente, d’avoir une 
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somme infinie, peut jeter quelque jour sur la loi générale des nom- 
bres premiers. 


En effet, considérant wu comme une fonction de w qui satisfait & 
l’équation 


si w devient w+ «, on aura 


du a ei ale i The Ff a acta 
STU TOC ee aioe. Oe es oe 


Et en supposant o trés-grand ou « trés-petit par rapport a w, ces 


1 dow 
suites se réduisent a leur premier terme et donnent du=-~.—. 


Dans la méme hypothése de » trés-grand , on peut supposer que 
la valeur dea, développée suivant les puissances descendantes de w, 
est a2=Aw”"+ Bo” + etc., ’exposant m étant plus grand que les sui- 
vants. En ne considérant donc que le premier terme de cette suite, 


2 1 daw oocyte I 
on aurait du= 4-37, dot résulte u=C — — 


Mais si m était une quantité finie positive, lorsqu’on fait a= , 
uw se réduirait a la constante C, ce qui ne peut avoir lieu, puisqu’on 
sait que w est alors infini; d'un autre cété, on ne peut supposer 
m=o0, parce que la distance entre deux nombres premiers consé- 
cutifs aurait pour limite une constante A, tandis que par la nature 
de ces nombres elle doit augmenter indéfiniment. Done il faut que 
que m soit infiniment petit, et alors Aw” + Bo" + etc. prendra la 
forme Alog.w+B; faisant donc «=Alog.o+B, on a....... 


I dw I da 
du= ok 


vient infinie, comme elle doit l’étre lorsque o est infinie. 


, dou résulte u= > z log. a+C, quantité qui de- 


(401) Ayant «=Alog.» +B, on en déduit aisément la fonction 


dy 
y, au moyen de |’équation y/ —y=1, ou a5 =1, laquelle donne 


dw wda Ad» wo Aw 
dy=—, et en intégrant y=i+ [75 =~ +f + — = 


a? bake a? 
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Pash SNA ik CT ame 
a—A Alog.o+B—A’ 
donnée ci-dessus, en prenant A=1, B=—0.08366. 

Il est remarquable qu’on déduise ainsi du calcul intégral une pro- 
priété essentielle des nombres premiers; mais toutes les vérités ma- 
thématiques sont hées les unes aux autres, et tous les moyens de 
les découvrir sont également admissibles. C’est ainsi qu'on a cru 
devoir employer la considération des fonctions, pour démontrer 
divers théorémes fondamentaux de la Géometrie et de la Mécanique. 


ce qui saccorde avec la formule générale 
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& IX. Démonstration de divers théorémes sur les progressions 
arithm étiques. 


(402) S O1T proposée la progression arithmeétique 
A—€, a2A—C€, 3A—C....... nA—C, (Z) 


dans laquelle A et C sont des nombres queleonques premiers entre 
eux; soit 6 un nombre premier non-diviseur de A; si l'on détermine 
x de maniere que Ax—-C soit divisible par 6, la valeur de x sera 
genéralement de la forme x= « + 62, dou lon vait que les termes 
divistbles par @ dans la progression proposée forment eux-mémes 
la progression arithmeétique 


Aa—C, A(a+6)—C, A(a+26)—C, ete. 


et quainsi sur § termes consécutifs, pris partout ou l'on voudra 
dans la progression (Z), il y en a toujours un divisible par 6, lequel 
est suivi et précédeé d'une suite d'autres termes également divisibles 
par 6, et distants entre eux de l’intervalle 6. 

Cela posé, soit 4,2, %..-y,@, une suite de nombres premiers , 
pris a volonté, dans un ordre quelcouque, mais dont aucun ne 
divise A. Nous allons chercher quel est, dans la progression (Z), le 
plus grand nombre de termes consécutifs qui seraient divisibles par 
quelqu’un des nombres de la suite 6,2, 4...,, que nous appel- 
lerons (a). Il faut pour cet effet examiner d’abord les cas les plus 
simples. 

(403) 1* Si Yon ne considére que deux nombres premiers @, 2, 
il ne peut y avoir plus de deux termes cansécutifs divisibles l'un 
par 6, l’autre par 2, et ces termes peuvent étre désignés par (6), (a). 
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Le terme qui suit (a) ne peut étre divisible par 6, car lintervalle avec 
(0) n’étant que de deux termes, il faudrait qu’on eut 6=2; mais ce 
cas est exclu, et nous ne considérons dans la suite (a) que des nom- 
bres premiers impairs. Par la méme raison , le terme qui précéde (4) 
ne saurait étre divisible par 4 et encore moins par @; donc dans ce 
premier cas le maximum cherché M= 2. 


(404) Soient les trois nombres premiers 6, 2, »; On pourra con- 
cevoir trois termes consécutifs divisibles par ces nombres, lesquels 


fo 


seront (6), (4), (u). Pour que le terme qui suit (4) soit divisible par 6, 
il faut que 6 soit 3, et pareillement pour que le terme qui préceéde 6 
soit divisible par », il faut que » soit 3. Mais comme les nombres 
premiers que nous considérons sont nécessairement différents entre 
eux, il n’y a qu'une de ces deux supypositions qui puisse avoir lieu. 
Dans le cas donc de 6=3, on pourrait avoir quatre termes consé- 
cutifs (3), (4), (.), (3), divisibles chacun par l'un des nombres pre- 
miers 3, p. Ala suite de ces quatre termes on n’en peut pas mettre 
un cinquiéme; car la moindre valeur que puisse avoir (4) étant 5, 
le premier terme divisible par 5, apres (a), serait le septieme et 
non le cinquiéme. Donec dans le cas ow la suite (a) est composée de 
trois nombres premiers , ona au plus M= 4, encore faut-il que l’un 
de ces nombres premiers soit 3. 


(405) Supposons maintenant que la suite (a) soit composée de 
quatre nombres premiers 6,2, «, v. Si l'on considére quatre termes 
consécutifs divisibles par ces nombres , savoir : (@), (A) ,(%),(v); pour 
en ajouter un cinquiéme, il faudra que > soit 3; alors on aura les 
cing termes consécutifs (6), (3), (v), (v), (3). Si l’on veut ajouter a 
ceux-cl un sixiéme terme, ccla ne se pourra que lorsque 6=5, car 
alors on aurait les six termes (5), (3), (x), (v), (3), (5). La progres- 
sion ne peut plus étre continuée ni vers la droite, ni vers la gauche, 
car y. et y devant étre plus grands que 5, les termes divisibles par ». 
ou par y vont beaucoup au-dela. Done dans le cas ov la suite (a) est 
composee de quatre termes, il n'y a au plus que six termes consé- 
cutifs de la progression (Z) qui soient divisibles par quelqu’un des 
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termes de la suite (a). On a done alors M=6, mais ce maximum 
n'a lieu que lorsque deux des quatre nombres premiers sont 3 et 5. 


(406) On concoit en effet que les nombres premiers les plus petits 
sont les plus propres 4 donner la plus grande valeur de M, toutes 
choses d’ailleurs égales , puisque de plus grands nombres premiers 
rendent plus grands les intervalles des termes dont ils sont diviseurs. 

En vertu de cette observation , on peut considérer tout d’un coup 
la suite naturelle des nombres premiers 3,5, 7...,, en en laissant 
seulement deux indéterminés, tels qu’ils sont restés dans les cas pré- 
cedents; et le maximum trouvé pour cette suite aura lieu a plus 
forte raison pour la suite (a), composée d’un pareil nombre de 
termes 6,2,p...b,0. | 

Soient done les cing nombres premiers 3,5,7,¢,; on a déja 
trouvé qu’avec les quatre seuls 3, 5, ), , on pouvait former les 
six termes consécutifs (5), (3), (b), (), (3), (5). Si a la place de 4 
ou » onprenait 7, alors on ne pourrait former au plus que les huit 
termes (5), (3), (7), (@), (3), (5), (¥), (3), car leur continuation a 
droite exigerait que w fit 5, et a gauche que y fut 7. On obtiendra 
un résultat plus grand en laissant (p) et (w), comme dans le premier 
arrangement, et en ajoutant (7) d’un cété, ce qui petmettra de 
l’ajouter en méme temps de l'autre, puisque l'intervalle des deux 
termes (7) et (7) sera de sept termes, comme il doit étre ‘on aura 
ainsi les huit termes consécutifs (7), (5), (3), (4), (), (3), (5) 4 (7). 
Mais de plus on voit que (3) peut étre ajouté de chaque coté, a 
cause de l’intervalle requis entre les (3) les plus proches; et de cette 
maniére on aura une combinaison de dix termes, savoir : (3), (7), 
(5), (3), (¥), () , (3), (5), (7), (3). Elle ne peut étre prolongée ni d’un 
cété ni de l'autre, parce qu'il faudrait pour cela que ou ¢ fut 5, 
ce qui n’a pas lieu, 5 étant déja employé. Done dans le cas ot la 
suite (a) est composée de cing termes, le maximum cherché est 


M= lo. 


(407) On aurait pu, par une simple observation, arriver immé- 
diaiement a ce résultat. Puisque les termes divisibles par 3 et re- 
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présentés par (3) se succédent a un intervalle de trois rangs, que 
Jes termes divisibles par 5 se succedent a un intervalle de cing 
rangs, et ainsi de suite, la série des termes consécutifs qu'on veut 
former au plus grand nombre possible, a cette propriété commune 
avec la série des nombres impairs, commencant a un terme quel- 
conque, puisque dans cette derniére les termes divisibles par 5, 
par 5, ete. se succédent pareillement a des intervalles de 3 termes, 
de 5 termes, etc. Mais le moyen d’obtenir le plus grand nombre 
de termes consécutifs de cette suite, qui soient divisibles par quel- 
qu'un des nombres premiers 3, 5,7, 11, etc., est de considerer la 
suite des nombres impairs dans ses moindres termes, cest-a-dire 
des l’origine de cette suite. Car a une distance plus grande on ne 
manquerait pas d’étre arrété par des nombres premiers plus grands 
que les nombres premiers donnés, et qui empécheraient la conti- 
nuité des termes qu’on veut former. Ii faut done tout simplement 
considérer la série 1, 3,5, 7,9, 11, etc., quon peut également pro- 
longer dans l’autre sens, ce cui donnera 


695-77, — 5, —3,—1,1,3,5,7,9... 


ou parce que Jes signes des nombres sont indifferents, lorsqu’on a 
égard seulement a leur propriéte d’étre divisibles ou non-divisibles 
par un nombre donné, on pourra considérer Ja double suite 


Sf1O, COLE ngs yO pouls Us Oy oe poe heii ere 


dans laquelle les termes divisibles par 3,5, 7, etc. se succéderont 
toujours a des intervalles de 3,5, 7, etc. termes ,et cette suite aura 
lavantage d’étre composée des moindres nombres possibles. Dési- 
gnant comme ci-dessus chaque terme par le moindre nombre pre- 
mier qui en est diviseur, on pourra la représenter ainsi : 


+ (3)(13),(11)4(3),(7)s(5),(3), (154), (3),(5),(7), (3), (4 £),(13), (3)... 


(408) Maintenant si les nombres premiers donnés sont 3, 5, 7, 
},, onmettra dans la suite précédente les indérerminées (J), (o) , 
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a la place des deux. termes (1) et (1) qui occupent le milieu, et on 
prendra dans Jes termes précédents et suivants tous ceux qui n’ex- 


cedent pas (7). De cette maniére, on a immédiatement pour le cas 
dont il s’agit la suite 


(3); (7)s (5), (3), (> (), (3), ©), (7), (3), 


qui est composée de dix termes et donne le maaimum M=10, 
comme on I'a déja trouvé. 

Rien de plus facile ensuite que de généraliser le résultat pour tant 
de nombres premiers qu'on. voudra. Si on a, par exemple, les six 
nombres premiers 3, 5,7,11,~,«, on voit que la combinaison 
qui produit le plus grand nombre de termes consécutifs divisibles 
par quelqu’'un de ces nombres premiers, est 


(t1), (3), (7), (5), 3), &), (), (3), 5), (7), 3), 00), 


ce qui donne le maximum M = 12. 

En admettant encore un nombre premier de plus, de sorte que la 
suite (a) fut composée des sept termes 3,5, 7,11,13,4,, on au- 
rait la combinaison 


(3), (43), (11), (3); (7)5 (5), (3); (Hs (@); (3), (5); (75 (3); 14), G3), B), 


laquelle est composée de seize termes et donne M= 16. Elle ne peut 
étre prolongée plus loin, parce que le terme qui viendrait a la suite, 
d’un cété ou de l'autre, est (17); or quand méme ¥ ou o serait égal 
a 17, on ne peut l’employer pour continuer la suite, puisqu il lais- 
serait vers le milieu une place vide. 


(409) Maintenant j’observe que le nombre’ 16. qui sattsfait a la 
question précédente n’est autre chose que 17 — 1 , 17 étant lenombre 
premier qui suit immeédiatement 13; et il est aisé de voir que ce 
résultat, ainsi généralisé, est exact; car la progression dont nous 
venons de faire. usage n’est autre chose que la progression des nom- 
bres impairs 1, 3,5, 7,9, etc. répétée dans deux sens différents, 
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et dans laquelle on a désigneé chaque terme par le plus petit nombre 
premier qui en est diviseur; de sorte qu’on peut établir ainsi Ja 
correspondance de ces deux progressions : 


+ * 
é 2 ae ew 
FZ), Wa Eo, bbl. 4h 74), ae Ons. Wel 00 a yf atsl Bee TY ey 
AK 
5 


(3),(13),(1 #), (3), (7) (5) (3)s()s(o),(3),6),(7), (3), 3013), (3) 5 


or par cette disposition on voit évidemment que le nombre de termes 


* 5 
compris entre les deux désignés par 17, 17, est 17—-1; done ona 


M=17—1. 

I] n’est pas moins facile de voir en général , que si la suite (a) est 
composée de # nombres premiers, dont deux , ) et w, sont indéter- 
minés , et les k —2 autres forment la suite naturelle 3,5, 7,11, 13, 
17, etc. jusqu’a x“~”; le maximum cherché sera 


Ms 


re") étant le terme de rang 4 —- 1 dans Ja suite des nombres pre- 
miiers 340). 7 Lig Cle: 

Cette formule s’accorde avec les résultats particuliers que nous 
avons trouvés, et il en résulte le théoreme general qui suit ; 


(410) « Soit donnée une progression arithmeétique queleonque 
«A—C,2A—C,3A—CGC, etc., dans laquelle A et C sont premiers 
« entre eux; soit donnée aussi une suite 0,2, %...4,@, composée 
« de k nombres premiers impairs, pris a volonté et disposés dans 
« un ordre quelconque; si on appelle en général 7” le 2° terme de 
«la suite naturelle des nombres premiers 3, 5,7, 11, ete., je dis 
« que sur °~” termes consécutifs de la progression proposée, il y 
«en aura au moins un qui ne sera divisible par aucun des nombres 
« premiers 9,2, p...Y, @ » 

En effet, on vient de prouver que dans la progression dont il 
s'agit, il ne peut y avoir au plus que «“~” — ¢ termes consécutifs 
qui soient divisibles par quelqu’un des nombres premiers 6, 2, 
w.+.,o. Done sur 7°~" termes consécutifs, il y en aura au moins 
un qui ne sera divisible par aucun de ces nombres. 
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Ce théoréme tres-remarquable est susceptible de plusieurs belles 


applications. On en jugera par les deux conséquences que nous 
allons en tirer. 


(411) La progression A—C, 2A—C, 3A —C, ete. étant con- 
tinuée jusqu’au 2” terme rn A —C, soit L le plus grand entier com- 
pris dans {“ (x A—C); soit en méme temps le nombre premier 
immédiatement au-dessous de L, et 4 le nombre premier qui pré- 
céde w; si dans la progression A—C, 2A—C, 3A—C, etc., on 
prend partout ou l’on voudra y termes consécutifs, il faut, en vertu 
du théoréme précédent, que sur ces } termes il y en ait au moins 
un qui ne soit divisible par aucun des nombres premiers 3, 5, 7, 
11...,@, et quisera par conséquent un nombre premier, la pro- 
gression étant terminée au terme 7 A—C., 

Le nombre des termes de la progression, depuis celui qui ap- 
proche le plus de “(x A —C) jusqu’au dernier terme n A——C, est 


a peu pres 2»—|“ (<) ; (car on suppose C << A, etonay<)“nA). 
Done dans les 7 termes de la progression dont il s’agit, il y aura au 
n 
= Lali 
rae 
ou a peu pres dans |“ x Ce nombre peut étre aussi grand qu’on 


moins autant de nombres premiers qu'il y a d’unités dans 


veut, en donnant a n la valeur convenable. Done 

« Toute progression arithmétique dont le premier terme et la 
« raison sont premiers entre eux , contient une infinité de nombres 
« premiers. » 

Cette proposition, qui est trés-utile dans la théorie des nombres, 
avait été indiquée dans les Mémoires de |’'Académie des Sciences , 
an. 1785; mais jusqu’a présent sa démonstration n’était point encore 
connue et paraissait offrir de grandes difficulteés. 


(412) On pourrait, s'il était nécessaire, resserrer graduellement 
les limites entre lesquelles doit se trouver un nombre premier; car 
le nombre 7“—” qui fixe l’étendue de ces limites , diminue en méme 
temps que 7, et a peu pres en raison de “7 ; donc lorsque x est 
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moindre, ou que la progression est moins avancée, il faut un 
moindre norabre de termes consécutifs pour trouver parmi eux 
un nombre premier, que lorsque la progression est plus avancée. 


e ° oS ae 7 
Par cette raison on trouverait une quantité plus grande que Vs 


pour le nombre des termes de la progression qui sont des nombres ' 
premiers; ce résultat augmenterait encore en excluant les nombres 
premiers impairs qui peuvent diviser A; car si le nombre de ceux- 
ci estz, alors au lieu du nombre «*~” mentionné dans le théoréme 
du n° 410, on devrait prendre x“—*—”. Mais ces observations sont 
peu importantes, et il suffit davoir démontré généralement que 
toute progression arithmeétique, dans laquelle C et A sont premiers 
entre eux, contient une infinité de nombres premiers. Quant a la 
multitude des nombres premiers contenus dans 7 termes de la pro- 
gression arithmeétique , elle ne peut étre déterminée que par d'autres 
considérations. 


(413) Examinons plus particuliérement la progression des nom- 
bres impairs 1, 3,5,7,9...27—1, et proposons-nous de trouver 
combien de termes il faut ajouter a cette progression, pour que 
parmi ces termes il se trouve nécessairement un nombre premier. 

Soit | le nombre premier qui satisfait a la question, et le 
nombre premier qui suit immédiatement 4 ; il faudra , suivant notre 
théoreme, que w soit le plus grand nombre premier contenu dans 
VY’ (2n+2~—1); done w’—2) +1< 227. Mais w—-v ne saurait 
étre moindre que 2, on aura done w’?— 20+ 1 <2n—4; d’ou ré- 
sulte o—1<)“ (2n— 4), et par conséquent } <—-1+)“(2n——4). 
Cette solution générale fournit le théoréme suivant : 

« Soit le plus grand nombre premier contenu dans |(22—4) —1, 
« je dis que parmi les ¢ nombres impairs qui suivent immédiatement 
« 2n-—1, il y aura toujours au moins un nombre premier. » 


(414) Par exemple, soit 22 —- 1 = 113, oun=57, le nombre pre- 
mier le plus grand contenu dans )“i10— 1 est 7. Done parmi les 
sept nombres impairs qui suivent 113 et qui sont: 115, 117, 119, 
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121, 123,125, 127, ily a nécessairement un nombre premier ; c'est 
127, qui est précisement le septiéme. 

Ici la limite fixée a 7 ne s'est trouvee que de Ja grandeur nécessaire ; 
le plus souvent, et surtout lorsque 7 est trés-grand, elle est beaucoup 
trop étendue; on l'agrandirait encore, mais on simplifierait l’énonceé 
du théoreme, en disant que deL ab +21 il doit nécessaire- 
ment se rencontrer un nombre premier. 

Ce théeoréme est au moins un premier pas vers la solution du pro- 
bleme regardé comme trés-difficile, de trouver un nombre premier 
plus grand qu’une limite donnée. 


Remarque. Sion donnait a des valeurs trés-petites ,on trouverait 
que ce theoreme est sujet a quelques exceptions ; mais comme on a 
supposé que 4 est un terme de la suite 3,5.7,11, ete., il faut que 
V’ (2n—4)—1 soit plus grand que 3, ainsi on doit faire n> 10. 
et alors il n’y anra aucune exception. 
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§ X. Ot lon prowe que tout diviseur quadratique de la formule 
tv 4+-Nu’, contient au moins un nombre Z plus petit que N et 


premicr aN ow a iN. 


(415) Grae proposition est nécessaire pour compleéter la démons- 
tration du théoréme XII de la troisiéme partie; elle se vérifie imme- 
diatement dans tous les exemples qu’on peut se proposer, et méme 
on peut donner la valeur générale de Z dans un grand nombre de 
diviseurs quadratiques qui contiennent un coefficient indeterminé 
et s’étendent ainsi a une infinité de valeurs de N. Mais nous ne 
donnerons de ces cas particuliers que ceux qui sont nécessaires pour 
conduire a la démonstration génerale. 

Comme nous avons principalement en vue les formules de la 
‘Table VIII, qui font le sujet du théoréme cité, nous ferons usage 
des mémes dénominations. Soit done le diviseur quadratique, . . 
T=cy' + 2byz2+a2, ou lon a ac—vV=N, a etc>ab, et 
c< 21 +N; on suppose que les trois nombres a, 6, c n’ont pas de 
commun diviseur; car s'ils en avaient un, il est évident que la pro- 
position énoncée ne pourrait avoir lieu. 


(416) Cela posé, remarquons d’abord quwil y a deux cas princi- 
paux ou on obtient immédiatement la valeur de Z. 

1° Si P'un des deux nombres a et c n'a point de diviseur commun 
avec N, ou s'il n’a que 2 de commun diviseur, ce nombre pourra 
étre pris pour Z. 

2° Si le diviseur quadratique proposé manque de second terme , 
de sorte qu’on ait r=cy + az’ et N=ac, il est visible que le 
nombre ¢ + @, compris dans [’, est plus petit que ac et n’a aucun 
diviseur commun avec ac; done dans ce cas on a généralement 
Leta. 
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I] ne s'agit done plus que d’examiner les cas ot b n’étant pas zéro, 
les coefficients @ et c ont chacun un diviseur commun avec N. 

Dans cette double supposition , non-seulement il est possible de 
trouver le nombre cherché Z dans la formule proposée...... 
cy’ + 2byz + az’, maisil est possible de le trouver dans la formule 
moins générale cy’ +-2by + a. Nous allons done faire voir qu’on 
peut toujours satisfaire a l’équation Z= cy’? + 2by + a, en suppo- 
sant Z moindre que N et premier a N oud £N. 


(417) Soit 6°, le plus grand commun diviseur de c et N; nous 
représentons ainsi ce diviseur afin d’exprimer que i n’a que des 
facteurs inégaux , et pour pouvoir conclure de l’équationac—b’-=N 
_ que 6) est le plus grand commun diviseur de ¢ et de 6. Soit donc 
c=61¢c, 6==0186', N=0'2N’, on aura N'=ac —20", et le divi- 
seur Z deviendra 


Z=r»C'y + 200.5 y + a. 


J’observe d’abord que Z ne peut avoir aucun diviseur commun 
avec @; car si un méme nombre premier w divisait Z et 6, il est 
évident, par la formule précédente , quil diviserait a; donc les trois 
coefficients a, 5, c seraient divisibles par un méme nombre, ce qui 
est contre la supposition. 

Mais on a N=6°)N’; donc s'il y a un commun diviseur entre 7, 
et N, ce méme diviseur aura lieu entre Z et N’; et réciproquement 
si Z et N’ sont premiers entre eux, Z et N le seront aussi, comme 
la question l’exige. . 

Tout se réduit donc 4 faire en sorte que Z et N’ valent point entre 
eux de commun diviseur. Or la valeur de Z étant multipliée par c’ 
donne 

CZ=r.(0c7 +0P+N, 


et d’ailleurs les nombres c et N’ sont premiers entre eux, puisque 
62 est le plus grand commun diviseur de c et N. Done on sera as- 
suré que Z et N n’ont point de commun diviseur impair, si on fait 
en sorte que 6c y + U et N’ soient premiers entre eux. 

II. 6 
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(418) Appelons a, a’,@”.....a° les i différents nombres pre- 
miers impairs qui peuvent diviser N' ; si on désigne par p“—” le terme 
de rang ¢—1 dans la suite naturelle des nombres premiers 3, 5, 
7, 11, ete., et que d’aprés le terme général 6c’ y +0’, ou dc’ et B 
sont premiers entre eux, on forme la progression arithmeétique in- 
définie dans les deux sens : 


.. — 200 +8, —004+5, F, 6040, 260 +5, 


Ila été démontré (n° 410) que sur y\'~” termes consécutifs de cette 
progression, il y en aura au moins un qui, n’étant divisible par 
aucun des nombres premiers a’,«’,.....«°), sera nécessairement 
premier a N!. 

On trouvera done ainsi tant de valeurs de Z qu’on voudra, les- 
quelles n’auront aucun diviseur commun avec N; mais il reste a 
faire voir que parmices valeurs il y en aura toujours au moins une 
moindre que N. 


(419) Observons d’abord que pour avoir les limites des valeurs 
de y qui rendent Z moindre que N, il faut résoudre Péquation 
N=cy + 2by + a, laquelie donne pour ces limites 

Res V (cN —c) (ilies sad ond 


c : Cc 


Leur différence -\V(cN —c) est a trés-peu prés le nombre des va- 


leurs de y qui rendent Z << N; car au moyen des valeurs précéden- 
tes, et en observant qu'on a 6 <+c, on trouve aisément que le 


la 4 : . e 2 
nombre de ces valeurs est égal a l'entier compris dans <V(cN—c), 


ou ne peut surpasser cet entier que d’une unité. Appelant done 


n’ ce nombre, on aura n = EAA 9), 


ae 2V(cN—c) . ay ‘ 
n=1-+K ee ; mais on peut s’en tenir géenéralement a 


ou dans certains cas, 


la premiere valeur , et le calcul ne sera que plus concluant en fayeur 
de notre proposition. 
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On peut donner 4 cette valeur une forme plus commode, Puisque 
a et ont chacun un commun diviseur avec N, et que b n’est pas 
zéro, il faut que & soit divisible au moins par deux nombres pre- 
miers impairs différents: l'un de Vautre; ainsi 6 ne saurait étre 
moindre que 3 x 5, et comme on a c>26, on doit done avoir 
aussi c > 3o. 

Le méme nombre ¢, supposé le plus petit des deux a et c, est 
<2)“+N;et comme ona cN—c> (c—1)N, la valeur de 7’ peut 
étre mise sous la forme 


' c—I N 2ViN 
n >ey( ; ye) 


, ec—1_ 29 2V-=N : : 
ou lon a = > 3-1 —— > 1; ce qui donne 
pee LOO 
(Pg sen IN 


Il faut maintenant faire voir que, quel que soit le nombre z des 
facteurs premiers différents dont N’ est composé, on aura toujours 
Pad be 

(420) Reprenons la valeur N'=ac'— xb”, et supposons que le 
plus grand commun diviseur entre a et N soit »’v, »’ étant le plus 
grand carré qui en est facteur; il faudra que 0’ soit divisible par pv: 
ainsi en faisant a=p*va', b'=pvb", on aura N'=yp'v(a' ce —ive"’). 
Le facteur p* pourrait se réduire a!’unité, mais v est un facteur im- 
pair qui reste nécessairement, puisqu’on raisonne dans l’hypothése 
que a et N ont un commun diviseur autre que 2. Quant a l’autre 
facteur ac’ —2vb, on peut faire voir quil est plus grand que 
3xvb; car a et c étant l'un et autre > 26, onaac>40’, ce qui 
donne a'c' > 42 vb". Cela posé, on voit que N'ne peut avoir moins 
de deux facteurs impairs différents, ou que z ne peut étre moindre 
que 2. Nous allons examiner successivement les différents cas qui 
ont lieu selon les différentes valeurs de 1. 

Supposons 1° que N' n’a que deux facteurs, v et «; le nombre z 
étant 2, on aura p- =p") = 3, puisque 3 est le premier terme de 


6. 
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la suite 3, 5,7, 11, etc. Il faut done prouver que 7’ est plus grand 
que 3. 

Ayant d’une part N'=va, et de l'autre N’ > 32v'b", on aa plus 
forte raison «> 3; et comme les moindres nombres a prendre 
pour det vsont 3 et 5, on aura « > 45. Ainsi on ne saurait supposer 
a moindre que 46 ou 47; on peut prendre «= 46, parce quele fac- 
teur 2 ne change rien au résultat qu'on veut obtenir. Alors on aura 
N=07. N'=0’2v.46; la moindre valeur de N est donc........ 
N=3.5.46==690, d’ou résulte n' > es 690 > 9,37. Donc si N' 
n’a que deux facteurs premiers inrpairs, on aura 7’ > p"—”, 

2° Supposons que N’a trois facteurs premiers, et de plus que ces 
facteurs sont mégaux , afin de rendre d’autant plus grande la valeur 
dez, on fera donc N’ = vaé,i==3, ce qui donnera p“~ 9 =p) ==5; 
il faudra encore qu’on ait N’ > 3v’16"; et par conséquent a6>3 v2. 
La quantité 3v..a pour minimum 3.3.5, ou 45; done «6 > 45. Mais 
les nombres « et 6 doivent étre inégaux entre eux et différents de 
3 et 5; on ne peut donc prendre pour « et € des valeurs moindres 
que 7 et 11. Elles donnent N’==y.7.11, et la moindre valeur de 
N=@)N' sera rv.7.11, ou 3.5.7.11. Mais il est évident que 


LY’ (3.5.7. 11) est >5. Donec on a encore nr’ >yp“—”. 

3° Soit N’==v «6y; ces quatre facteurs étant impairs et inégaux , 
on aura i=4 et p“~%==p°==7. Dans ce cas la moindre valeur 
de N=@ rvaéy sera 3.5.7.11.13; or (3.5. Fert ta), ouen 
v7 -1t.13.4£5) est évidemment plus grande que 7; donc on a en- 
core 2 >p!~”, 

4° En admettant un facteur de plus, on aurait’=5, u“- = 11 , et 
la moindre valeur de N étant 3.5.7.11.13.17 ow 11.13.17.105, 


1 ‘ f u 4 . 
on aurait “ N > 22, et par conséquent n' > VN Sel sie! 
I 


L'inégalité devient évidemment de plus en plus grande en faveur 
de n', a mesure que le nombre des facteurs augmente au-dela de 
trois : ainsi la proposition est rigoureusement démontrée lorsque 
N' aura un nombre quelconque de facteurs impairs, inégaux. 


QUATRIEME PARTIE. 85 

Sil y a des facteurs égaux dans N’, ils n’entreront que comme 

facteurs simples dans la valeur de 7, et par conséquent dans celle 

de p.“—"; mais VN augmentera et l’inégalité deviendra encore plus 

grande en faveur de n’ Il en sera de méme du facteur 2, qui, lors- 

quil a leu, augmente la valeur de x’ sans augmenter celle de p“~ ”. 

Done dans toutes les formules qui ne se rapportent pas aux cas 

1 et 9 dun® 416, on pourra toujours trouver un ou plusieurs nom- 
bres Z plus petits que N et premiers a N ou a 3N. 
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§ XI. Méthodes pour trouver combien, dans une progression arith- 
métique quelconque , wl y a de termes qui ne sont divisibles par 
aucun des nombres premiers compris dans une suite donnée. 


(421) Cremeraardae: de nouveau la progression arithmeétique 
A—C, 2A—C, 3A--C..... nA—C, 


dans laquelle A et C sont premiers entre eux, et soit 6 un nombre 
premier non-diviseur de A. Si on détermine le nombre 6° plus petit 
que 6, de maniere que Aé°+ C soit divisible par 6, et qu’on fasse 
x =z—0°, toutes les valeurs de x comprises dans cette formule 
rendront Aw —C divisible par 6. Cela posé, le nombre des termes 
de la progression proposée étant 7, supposons qu’on demande com- 
bien il y a de ces termes qui ne sont pas divisibles par 6. 

Sin est un multiple de 6, il est clair que le nombre des termes 


. A e 7 . . . 
divisibles par 6 sera a done le nombre des termes non-divisibles 


étant nommé y, on aura 
y=n—t= ( : 


Si 7 nest pas un multiple de 6, la formule précédente désignera, 
a une fraction prés, le nombre des termes non-divisibles par 6. Mais 
pour avoir une formule exacte dans tous les cas, observons que les 
termes divisibles par 6 forment la suite A(@—6°)—-C, A (26—6°)—C, 
A (36— 6°) —C, etc., jusqu’a un terme 4 A§— A#?—C, aussi ap- 
proche qu'il est possible de An —C, et plus petit que An —C. 

Désignons a l’ordinaire par E(“**) lentier le plus grand con- 


n-+@ A 
tenu dans g—; cet entier sera la valeur de 4 ; donc le nombre des 
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termes divisibles par 6 dans la progression proposée sera E e~ 


et par consequent le nombre des termes non-divisibles est 


een we (n+l 
sms )- 


(wh : n-+& 
Lorsque n est divisible par 4, l’entier contenu dans = est 7, quel 
que soit 0°, puisque 6° est positif et <6. Donec alors on aura. 
y=n—F, comme ci-dessus. 
(422) Soient maintenant 6 et } deux nombres premiers non-divi- 
seurs de A, et soit proposé de trouver combien, dans la méme 


progression, il y a de termes qui ne sont divisibles ni par 6 ni par 4. 
Désignons en général par A’ le nombre positif et moindre que 4A, 


ui rend A A° + C divisible par A; l’expression E ea désignera 
q P P 6 8 


le nombre des termes divisibles par @ dans la suite proposée, et 


E () , le nombre des termes divisibles pari. Sion retranchel’un 
et l'autre du nombre total n, il restera n—E (*) aa (*). 


Mais de cette maniere on retrancherait deux fois les termes divisi- 
bles par 6; pour ne les retrancher qu'une fois, ainsi que Ja ques- 
tion l’exige, il faut ajouter a la quantité précédente le nombre des 


9 
termes divisibles par 61, lequel est Ea a a, On aura ainsi le 
nombre demandé 


yon—E(24") + +E(o (6) 


—E(+4*). 


Dans le cas ou 7 est divisible par 62, cette formule devient 


(423) En général soient @,2,4...),w, tant de nombres premiers 
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qu'on voudra (2. excepté) dont aucun ne divise A , et soit proposé de 
trouver combien, dans la progression A— C,2A—C,...nA—C, 
il y a de termes qui ne sont divisibles par aucun de ces nombres; 
il faudra distinguer deux cas : 

1° Sirestun multiple du produit 62 uw... de, le nombre demandé 
sera 


yan) OAD De 


Cette méme formule donnera en général un résultat approché pour 
toute valeur den, mais l'approximation pourrait devenir fautive 
si le produit 4p... équivalait a une puissance trés-élevée de 7. 

2° Quel que soit x, on obtiendra toujours la solution exacte, au 
moyen de la formule 


yon—sE (4 6° aay ase —sfE (Ae) ee _(b) 


dans laquelle SE (4 sane 


& 
) exprime Ja somme des entiers se ce ) 


EC +*), ete., dus aux simples nombres 6,2, ete. ; /E (“ae 
(8 
la somme des entiers E (FE y : (“ee etc., dus aux pro- 


duits deux a deux de ces nombres, et ainsi de suite; ces quantités 
devant étre formées dans toutes les combinaisons possibles et avec 
les mémes signes que les termes de méme dénomination dans le pro- 


duit développe n(i -—¢) é —5). ek. G —*). 


@® 
Hl faut observer cependant que dans la forme (b') les termes ne 
doivent étre continués que tant que les dénominateurs A n’excédent 
pas An——C, dernier terme de la suite proposée ; car lorsque A sur- 
passe An—C, le nombre A° qui rend A A*° + C divisible par A, est 
plus petit que A—z7, ainsi on a E(**") =o. 


Dans le cas oun est un multiple du produit 64...) =, chaque 


terme E 


n-+ A° ee gtr et | 
A ) de Ja formule (b’) se réduit a A? et on retombe exac- 


tement sur la formule (a’), 
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En général si on an==kQ + m, la valeur dey sera composée 1° de 
la partie A(8— +) (4 —1).. .(o—1) qui répond & la valeur n=kQ; 
2° de la partie qui répond a la partie n= m, et qui est domnée par 
la formule (b’). 


(424) Dans le cas particulier ot lon considére la progression des 
nombres impairs 1,3, 5...2»—1,0on aA=»2, C=1, et la valeur 
de A° qui rend 2 A° + 1 divisible par A, est en général A°=*(A-— 1), 
ce qui permet de former immédiatement tous les termes de la for- 


mule (b’), chacun étant + E (He). 


Soit proposé, par exemple, de trouver combien, dans les 100 
premiers termes de la progression 1,3,5,7,9, etc., il y ade termes 
qui ne sont divisibles par aucun des nombres premiers 3, 5,7, tt; 
la formule générale donnera 


y= 100 —B(2) +B) —8 
bes E(+4) + E (=) rf E (3) 
—E() 4+ E(4y) 
er (SS) + E (32 
+E (=) 
FE (=). 
On ne va pas plus loin, parce que les autres produits formés avec 
les facteurs 3, 5,7, 11, surpasseraient 199, dernier terme de la 


suite proposée. Faisant done les réductions, on aura y= 43. 
‘La formule d’approximation (a’) donne pour le méme cas.... 


a . a7 Taker 4 
yo 1007-40 Me, ce qui s’écarte peu de la vérité. 


(425) sar aed pine particuliérement la suite des nombres im- 
pairs 1,3,5,7, jusqua 2n—- 1 =a, et désignons, pour abréger, 
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par T (7) le nombre des termes qui restent de cette progression , 


aprés avoir supprimé ceux qui sont divisibles par quelqu’un des 
nombres premiers successifs 3,5,7,11...o. Nous distinguerons 
deux cas : 

1° Silona w= ou >[a, tous les termes dont il s’agit seront 
des nombres premiers; supposons donc que par N (w, a) on désigne 
combien il y a de nombres premiers depuis » jusqu’a a, lun et 
Yautre inclusivement, on aura 


T(2)=N(, a). 


Quant au nombre N(w, a), il se trouvera ou par les Tables, ou par 
la formule approchée | 
a ® 
N(w,a)—=1-+ log.a—c log.w—c’ 
dans laquelle c= 1,08366. 
2° Sion aw <a, appelons w’, w’, etc. les nombres premiers qui 
sulvent w, depuis » jusqu’a {a ; appelons en outre a’, a’, a’ ,etc. les 


. ° . . a a 
entiers impairs les plus grands contenus dans les fractions EERE 


a . , , n 
—,, etc. Parmi les termes dont le nombre est représenté par T (=) : 
LO) ® 


il y a d'abord tous les nombres premiers de o’ a a, lesquels avec 
le premier terme 1, gui est toujours du nombre des restants, font 
un nombre N (a, @)-+ 1 ou N(, a). Viennent ensuite les nombres 
qui résultent du produit de «’ par chacun des nombres premiers de 
w aad, leur nombre est N (’, a’); ainsi de suite. On aura donc 


T(2)=NG,a) + N(o', a’) + N(o”, a’) + ete. 


Cette quantité s’évalue aisément au moyen d’une Table de nombres 
premiers suffisammentétendue. Car en commencant par les derniers 
termes et connaissant, par exemple, la valeur de N (o”, a’), onen dé- 
duit N(o’,@)=N(#", a’) + N(a',a’); expression N (a", a’) dési- 
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gnant combien il y a de nombres premiers depuis a” jusqu’a a! in- 
clusivement, ou ce nombre augmenté d’une unité, si a” n’est pas 
premier. 


(426) Pour donner une application de ces formules, cherchons 
rp (626 ey ak eer 
la valeur de T (=) , Cest-a-dire, le nombre de termes de la pro- 


gression 1,3, 5....1251, qui ne sont divisibles par aucun des 
nombres premiers 3, 5,7, 11, 13. 

Je trouve d’abord que de 13a 1251 ilya 199 nombres premiers, 
ce qui donne N (13, 1251)==199; je divise ensuite 1251 par les 
nombres premiers 17, 19, 23, 29, 31, compris de 13 a (1251; les 
quotients impairs qui en résultent sont 73,65, 53, 43, 39. Sap ae 
de la Table on trouve N(31,39)=2,N(a29, 43)= -2-+-N (39, 43)= 
N (23, 53)=5 + N(43,53)=8, N (1g, 65)=8+N (53, 65)=11, 
N(17,73)=11 +N (65, 73)=15. Lasommede ces nombres est 41 ; 


donc T (>) = 199 + 41 = 240. 


La formule d’approximation (a’} donne dans le méme cas... . 


T(=)= 626 x 0,3836= 240. Mais le résultat n’en est pas toujours 


aussi exact; par exemple, cette méme formule donnerait....... 
AK a) = 10638 x 0,28344 = 3015, tandis que la vraie valeur de 


cette quantité est 2987. 
b 4 eat aay ) aw () (aha oe 
(427) La quantité T (; ,ou en général P( - ), relative a une pro 


gression quelconque A —C,2A—C...nA—G, et en supposant 
des diviseurs premiers quelconques 9,, »... .,@, peut se ramener 
a d'autres quantités de la méme espéce, dans lesquelles la série des 
diviseurs serait moins étendue. 


En effet la valeur de P(=) donnée par la formule (b'‘), est.. 
nL) (* \+ +fE Ee ) —etc.; on y remarque d’abord 


une suite de termes qui ne contiennent pas , et dontla somme peut 
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étre représentée par P ( 9) , ce qui suppose que la suite des diviseurs 


6,2, p, ete. a pour dernier terme . Les autres termes contenant 


: ‘ oy 9)? aay 
sont en général —E( eee) +f nee) — etc. Considérons un 


1) 


| t+ a i . 
de ces termes quelconques E ( a ) ;comme le nombre« doit rendre 


Aa + C divisible par oA, sil’on fait z=ko+6, é étant positif et 
j ; (8 --koA-G 
plus petit que o, le terme B(24*) deviendra p(t tee", 
Soit encore n + 6==n'o+ 7, y étant positif et <w, on aura.. 


E (“ aa) Bs (= o a ae ‘he E (“4 as x). Quant aunombre /, pour 
® 


voir ce quil signifie, il faut substituer la valeur «Ao 4-6 dans la 
Ako+A6 Len 
oA 
A€+C doit étre divisible par w, et quainsi 6 est ce qu’on a déja 
Aw-+C Cc 
oO) ay 


quantité Aa + C , ce qui donnera e. De la on voit que 


appelé °; faisant donc 6 =e’, puis , la quantité 4 devra 


Ak+C’ 
A 


; ies, ; ot AS : 
Si on réunit maintenant tous les termes E —— )» avec les signes 


satisfaire a equation = c, desorte qu’on aura encore k=a’. 


rn’ 
qui leur conviennent, la somme sera représentée par —P' G rs 


yr y as étantle nombre de termes qui restent dela progression A—C’, 


2A—C'...n'A—C’, apres en avoir retranché tous ceux qui sont 
divisibles par quelqu’un des nombres premiers 6,2,y...). On 
aura done enfin 


=U Cpe even Breanne 


formule qui sert 4 déterminer la quantité P (2), au moyen de deux 
autres quantités semblables dans lesquelles il yaun nombre premier 
de moins & considérer. 

Le nombre C’ ctanten général différent de C, la progression A —C,, 
2A —C, ete. est différente de la progression donnée; mais elles ont 
Mime ct Pautre la méme raison A, Crest pourquoi nous avons dis- 


QUATRIEME PARTIE. 93 


tingué par un accent la quantité P’ G -) relative a cette nouvelle pro- 


gression. 
On voit d’ailleurs que C’ se trouve immédiatement par la valeur 
(ener . 
Ww 


&) 


, ainsi que 7’ par la formule n’=E( 


(428) Les deux progressions dont nous venons de parler se ré- 
duisent a une seule jorsqu’on a A= 2, C=1, ou lorsqu'ill s‘agit de 
la progression 1,3,5...(22—1). Alors on a o° =4(0 —1),C’=1, 


i E(*436—9), et la formule de réduction devient . 


T(2)=T(9)—T(4) whe ane ee. (d') 


Cette formule renferme une sorte d’algorithme qui peut avoir des 
applications utiles. 

Supposons , par exemple, qu’au moyen de la Table des nombres 
premiers de 1 4 100 seulement, on veuille savoir combien il y a de 
nombres premiers de 1 a 1000. Le nombre premier immédiatement 


: paws Siage: 5 
plus petit que  rooo est 31 ; ainsi en cherchant Ja valeur de (=) : 


ou l’on considére comme diviseurs tous les nombres premiers de 3 
a 31, il suffira d’ajouter 11 au résultat, parce que 31 est le 12° des 
nombres premiers. Or par la formule (d’) on a 


T ()= a (<2) — <) 

T(<)= a, (S ies 
1 (S$) =1 ()—T(2) 
T(=) = (2) - a T(> =) 
T (2) = T (220) — _T ey 

(S)=1 (2) 1) 
T (=) |? ( ~e) — eas (*). 


of THEORIE DES NOMBRES. 
On trouve ensuite par la Table de 14 100, T (=)= pial t (<3) 3%) 


TG) =7 Gao: Gt TG eal aa 
La somme a ces nombres est 70; d’ailleurs par la formule (b’) on 
aT (<2) = 228; done T (7°) = 208 —- 70 = 158, a quoi ajoutant 
11, le résultat est 169. Il y a en effet 169 nombres premiers de 1 
a 1000. | 

C’est par de semblables procédés qu'on s'est assuré que de 1 a 
1000 000, il y a 78527 nombres premiers, résultat qui sert a con- 
firmer la formule du n° 394. 


(429) Revenons & la formule générale (b'), et appelons ¢ le plus 
petit nombre positif qui rend Ae + C divisible par 0; au moyen du 
seul nombre <, on pourra transformer d’une maniére commode les 
n+ &° ) 


différents termes de la formule (b’). Soit, par exemple, E(A4 


un de ces termes ou A doit étre en général un diviseur de Q; on 
pourra faire e=Az +- 3, 6 étant positif et < A. Alors Ae + C devient 
AAz+A5+4(C, et comme cette quantité divisible par Q, lest a 
plus forte raison par A, il faudra que Ad + C soit divisible par 4, 
ce qui donnera A°==d==e — Az. On aura done 


n+ __ Ne n—+e é 
Ee ae) a Sea et 
Faisant une semblable transformation pour chacun des termes dont 
la formule (b’) est composée, on aura pour résultat général 


P(E = (*=*)—n(E ee: (e), 
i étant une fonction semblable a P,, et dont la valeur générale est 
n( = )=n—fE(G)+/E(4)—/E (a) + ete Se ee (f’). 


(430) Cette valeur dela fonction 1 prouve qu'elle n’est autre chose 
que la fonction P appliquée a la simple progression des nombres na- 


Cr 
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turels 1,2,3...n, et quelle désigne par conséquent le nombre 
des termes qui restent de cette progression aprés en avoir exclus 
tous les termes divisibles par quelqu’un des nombres premiers §,2, 
w..-o. En effet, dans le cas ot le terme général An —C se réduit 
an, onaA=1, C=o0, et Ja valeur de ¢ quirend Az + C divisible 
par Q est simplement «=o, de sorte qu’alors P se change en I. 
La fonction II est nulle, ainsi que la fonction P, lorsque n =o, 


et lorsque 7 est négatif, on a généralement 1 (=) —— € ae -) ; 


® b) 
car la progression 1,2,3...7 fait partie de la suite plus générale 
ee ae —3,—2,—1,0,1,2,3,4, ete. 

Suivant ce qu’on a déja observé n° 423, sil’onan=ha-+ m, et 
qu’on fasse Q'=(6— 1) (A— 1) (u—1).. .(0 —1), il en résultera 


p(“**) =ho'4+P(®)...... 0. (g). 


Cette propriété aura donc lieu aussi pour les fonctions Ii et T, qui 
sont des cas particuliers de la fonction P. 


; ; o 3 Q! 
La fonction P eS) saccorde avec la quantité Z ( =) =N.> toutes 


* . . 3 n 
les fois que 7 est un multiple de 0; dés-lors on voit que Z (*) peut 
u) 
4 Pd -F 
étre regardée comme la valeur moyenne de Bey en sorte que 
. ( ) —Z (*) est une quantité qui ne peut passer certaines limites. 
® &) 
en plus ou en moins. 
yy thy 
La quantité Z (=) augmente constamment de > 2 mesure que x 
® 
. , . 7 9 . r 
augmente d'une unité; la fonction P ( =) n’augmente pas aussi régu- 
w 


ligrement; cependant lorsque n est devenue n +- ©, elles ont aug- 
menté l’une et l’autre de la méme quantité 0’. En général comme le 
(n +1) terme de la suite A—C, 2A—C, ete. est (n+ 1)A-—C, 
n+. 


&) 


on voit que P( y—P(=) sera ==0 ou ==1, selon que.... 


(n + 1) A—C est divisible on non divisible par un des facteurs de ©. 
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(431) Lorsqu’on considére la progression1,3,5...(2%—1), la 
fonction P se change en T, et il faut faire «== +(Q— 1). Soit donc 
+(Q— 1)=c, et on aura 


ee lcary ert 


De cette Equation on déduit, en changeant le signe de 7, 


1(=)=n(4)—0(2). 


Mais comme la progression 1,3, 5, 7, etc. continuée dans le sens né- 


gatif, est —1,—3,—5,etc., ilest clair quonaT (+)= —T (=) 
0) 0) 
Done des deux équations précédentes, on tire 


oe ant ers ead 1) 


Si lon fait dans celle-ci 7c, il en résulte 1 (=) =o (=); mais 


puisque 2c -+ 1==Q, il est clair qu'on a n(=-) = (A**)=a". 


donc (5) ==0!, ce qui donne les deux formules 


n(=*) +n(—")=o ee (h’) 

T(®)=n(+**)—:0 oc tderh tees (i) 
Réciproquement de la seconde on déduit 

n(*)=T 45") +0 inital ava) (ky 


Et cette valeur étant substituée dans la formule (c’), on aura l'ex- 
pression générale de P en fonction de T , laquelle sera 


P(E) =T (FS) -TS)ee eee (I') 


Dou il suit qu'une progression quelconque A—C, 2A—C. . .nA—C, 
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contient autant de termes premiers a Q, qu'il y en a dans un pareil 
nombre de termes consécutifs de la suite des nombres impairs pris, 
non depuis le commencement de Ja suite, mais depuis le terme. . 


2e—2¢ + 1 jusquau terme 272 + 2¢-—2e—1 inclusivement. 
Cette propriété établit une relation trés-remarquable entre une 
progression arithmeétique quelconque et la simple progression des 
nombres impairs. II faut en effet, d’apres le résultat qu’on vient 
d’obtenir, que ces deux progressions étant disposées , terme a terme, 


comme il suit : 


...—A—C, —C, A—C, 2A—C..., nA—C, ete. 
. 2 —Ao—3, 2e— 2s — 1, De — I. ++ 1, WE— 26 +-3...,2e-— 26 + 2N— I, etc. 


deux termes correspondants quelconques soient tous deux divisibles 
ou tous deux non-divisibles par l'un des facteurs de Q. Or cest ce 
qu ilest facile de vérifier indépendamment de la théorie précédente ; 
car deux termes correspondants quelconques étant représentés par 
nA—C et 22+ 2%—2e—1, si on observe que Ae + C est divi- 
sible par 2, et que 2c+ 1=Q, ces termes deviennent, en rejetant 
les multiples de 2, un A(n-+<), l'autre 2(n +2). Donec ils seront 
tous deux premiers a 2, ou tous deux non premiers a Q, selon que 
m+ sera premier ou non premier a Q. 

Il résulte encore de cette propriété ou de l’équation (1’), que si 
on ne peut avoir plus de « termes consécutifs dans la suite 1,3, 5, 
7,9, ete. qui soient divisibles par quelqu’un des facteurs de Q, il 
ne pourra non plus y avoir plus de « termes consécutifs dans une 
progression quelconque A—C, »A—C, etc., qui aient chacun un 
n—-+-e— 

4) 


. . . . ’ o 
diviseur commun avec Q. Car si la quantite dé ( ) augmente 


d'une unité lorsque n devient n+ a, il faudra qu’en méme temps 


? ; . n+ . aby 

P(~) , qui devient P( = a3 auegmente aussi d’une unite. C’est ce 
. - 

qui s'accorde avee le théoréme du n° 410. 


(432) Les fonetions 1, T,P ont encore quelques autres relations 
assez remarquables. Diabord , comme la progression 1,2,3....27 
if. ue 
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& 


relative a n( =), est composée de la progression 1,3,5...(22— 1) 


relative a T(z Jet de la progression 2,4, 6...27, dont les termes 


divisés par 2 donnent 1, 2,3...7, il est clair qu’on a en général 


(Ore A) Bae aroma (m' 
On trouverait semblablement 
T(~)=n(7—)—n(=)...----. (’) 


Et comme ona P(=) ==II ()—u (<) , si On fait z=, Cette 


@ 


équation donnera 


Be( ae Vee eeeesat (p) 


Faisant n= « dans la formule (1'), onaura done T (<) =—T (> *) 


® 


—T( —). Mais dans cette derniére équation ¢ est @ volonté, puis- 


qu'il ne reste plus de trace de la progression d’ou « est tirée; donc 
on a, quel que soit x, 


T(*)=T (A *)—T().. oe, (q) 


Cette formule se déduirait aussi de la combinaison des équations (k’) 
et (m’). 


(433) Proposons-nous maintenant de déterminer combien il y a 
de nombres premiers dans la progression 


AC Ae Ae Oe nae! 


ou nous supposerons , comme ci-dessus , A et C premiers entre eux, 
et de plus A pair et C< A. 

Le nombre A restant le méme, on peut prendre pour C celui qu’on 
voudra des nombres premiers a A et plus petits que A, et si on re- 
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presente la suite de ces valeurs par C,,C,,C;....€x, leur nombre 
k se trouvera, comme on sait, par la formule 


RAF) (1-2) 


a,€, 7, etc. étant les différents nombres premiers impairs qui di- 
visent A. 

Ainsi on voit que la progression proposée fait partie d’un sys- 
téme de & progressions semblables dont les termes généraux sont 
nA—C,,nA—C,,nA—C,....nA—(C,. 

Cela posé si on s’arréte &@ une valeur déterminée du nombre 7 
que nous supposerons trés-grand par rapport a A, tous les nombres 
premiers moindres que nA, excepté ceux qui divisent A, seront 
compris dans ces diverses progressions, et notre objet est de prouver 
quils sont répartis également entre elles, c’est-a-dire que s'il y a P 
nombres premiers compris dans la progression dont le terme gé- 


néral est n A—C,, et Q nombres premiers compris dans la pro- 
gression dont le terme général est nA—C,, n étant le méme de 
P 
Q 


qu’on voudra en donnant a 7 une valeur suffisamment grande. 


part et d’autre, le rapport ~ deviendra aussi peu différent de l'unité 


(434) Soit 6 un nombre premier <{“ (n A) et non-diviseur de A, 
et soit 6° un nombre positif plus petit que 6, tel que Aé°+ C soit 
divisible par 6; on a fait voir ci-dessus n° 421, que le nombre des 
termes divisibles par 6, dans la progression qui a pour terme gé- 


/ ° 5. O° 
néral n A—C, est exprimé par E(), 

Or « et 6 étant deux valeurs de ¢@ relatives a deux valeurs parti- 
culiéres de C, telles que C, et C,, il est visible que les deux nom- 
bres désignés par E(“;*), E(*45), sont €gaux ou ne peu- 


vent différer au plus que d’une unité. Donc le nombre des termes 
divisibles par 6, dans la progression dont le terme général est 
nA—C,, et un semblable nombre dans la progression dont le 
terme général est nA—C,, seront égaux entre eux ou ne différe- 


ah 
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ront au plus que d’une unité. Ii en est de méme des termes non- 
divisibles par 6 dont le nombre ne peut varier que d’une unité au 
plus dune progression a l’autre. 


(435) Soient ¢,2,»... les différents nombres premiers moindres 
que “nA et non-diviseurs de A; soit N, le nombre des termes de 
la progression A—C,, 2A—C,...nA—C,, qui restent apres 
en avoir retranché tous les termes divisibles par lan des nombres 
premiers 6,2, 4... 3 soit N, le nombre semblable qui se rapporte 
a la progression A—C,, 2A—C,....A—(,; en vertu du ré- 
sultat précédent, la difference entre N, et N, ne pourra jamais 
étre un nombre plus grand que celui des nombres premiers moin- 
dres que “nA, et que nous représenterons par m==9 (nA). 

D’un autre c6té, tous les nombres N,, N,...Nx, qui répondent 
aux & valeurs différentes de C, doivent composer les différents nom- 
bres premiers compris depuis (“nA jusqu’a nA, et leur somme est 
représentée par conséquent par la quantité M = 9(n A) — 9 (nA). 
Ces deux conditions ne peuvent étre remplies 4 moins qu’on n/ait 
en géneral 


7 M 
Np=7 ae Xp » 


M £ . "4 - 
a etant une quantite constante pour toutes les valeurs de P depuis 


1 jusqua fk, et x, une partie variable positive ou négative, qui ne 
peut jamais surpasser m et dont la somme pour toutes les valeurs 
de p est nulle. 


(436) Mais a mesure que n augmente, le nombre m devient de 


os : ‘ A . M 
plus en plus petit par rapport 4 M et méme par rapport a as 


(1) Cette proposition assez évidente par elle-méme, se vérifie aisément par la 


loi donnée § VIII; on a en effet suivant cette loi i GA aca 
log. (mA)—ec”’ 

V (nA) 
nes 


~~ +log. (n A)— ¢ 


vient aussi grande qu'on voudra, en augmentant pregressivement le nombre n. 


; M nee log. (nA)—20c Rot hea 
; done sey (n I iog, (hye quantité qui de- 
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d’ou il suit que le rapport des deux nombres désignés par N, et 
N,, doit étre censé égal a l’unité lorsque 7 est devenu tres-grand, 
et quainsi les M nombres premiers compris depuis (“nA jusqu’a 
nA, se partagent également entre nos 4 progressions. Une sem- 
blable egalité a lieu dans la répartition des nombres premiers com- 


pris depuis in A jusqu’a /“ 7 A et ainsi de suite. D’ailleurs a mesure 
quon descend des limites supérieures aux inférieures , Jes nombres 
analogues 4 M diminuent d’une manieére rapide et Ja petite inégalite 
quil pourrait y avoir dans leur partage entre les 4 progressions 
serait sans influence sensible sur le partage résultant dela premiere 
valeur de M. Nous pouvons donc tirer de toutes ces considérations 
le theoreme suivant. 


« La série des nombres premiers (excepté ceux qui divisent le 
« nombre A) se partage également entre les / différentes progres- 
« sions formées d’apres les termes généraux »A—C,, nA—C.,, 
«nA—C,...nA-—C,,de maniere que si 9(7 A) représente le nom- 
« bre total des nombres premiers depuis 1 jusqu’a la limite nA, 
« chacune de ces progressions continuée jusqu’au nombre de termes 
«n, contiendra a trés-peu pres autant ‘de nombres premiers quil 
« y a Wunités dans la quantité zon A). » 

Nous savons par le § VIII quelle est la valeur approchée de 
g(n A); il en résulte que la formule 


a: nA 
sscaaner § log. (n A) — 1.08366 


fera connaitre avee une exactitude suffisante combienil y ade nom- 
bres premiers dansla progression A—C, 2 A--C,3 A—C...nA—C.. 
Par exemple, dans la progression 59, 119, 179..-etc., dont le 
terme général est 602—1, le nombre f, déduit des facteurs sim- 
ples 2,3, 5,du nombre 60, est 30(1— +) (1-— }) = 16, ce qui donne 
ee 
log.(60n)—1. 08366 
cette progression on devra trouver a tres-peu pres 25820 nombres 


Ainsi dans les 100000 premiers termes de 
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bres premiers, c’est-a-dire un peu plus que le quart de tous les 
termes. 


(437) Il est maintenant facile de déterminer combien un diviseur 
quadratique donné A=py + 2q¢yz +12’ de la formule ¢ + aw’, 
contient de nombres premiers moindres qu'une limite donnée N. 

Soit pour cet effet ¢(N) le nombre total des nombres premiers 
plus petits que N,29(N) exprimera celui des diviseurs premiers 
de la formule ¢ + au’. Supposons que les diviseurs quadrati- 
ques de cette formule soient partagés en & groupes comprenant 
chacun un égal nombre de formes linéaires 4a a + 4,0u 24x +4 a, 
comme on l’a vu dans les art. 207 et 208, dont ies résultats se 
vérifient immédiatement dans les Tables [V , V, VI et VII; chaque 
groupe devra contenir par conséquent autant de nombres premiers 


quily a d'unités dans la quantité 9 (N). Soit ensuite p (1) le nom- 
bre de diviseurs quadratiques compris dans le groupe dont A fait 


partie, en ayant soin de compter pour + seulement chaque diviseur 
qui serait bifide , c’est-a-dire qui appartiendrait a l'un des trois cas 


. Ve / 
a2 Ol pes alors 7,9 (N) sera le nombre cherche de 
nombres premiers moindres que N, compris dans le diviseur 4, 


sil nest pas bifide, et la moitié seulement, savoir ae o(N), si 
le diviseur A est bifide. 

Ce résultat est fondé d’une part, sur ce que les diverses for- 
mes 4axz +a 0u 2ax+ 4, correspondantes a chaque groupe de 
diviseurs quadratiques, représentent des progressions arithméti- 
ques entre lesquelles se partagent également tous les nombres pre- 
miers diviseurs de 2 + aw’ et dont Je nombre total est +9(N) ; 

D'autre part, sur ce que, si l'on forme deux séries d’aprés les 


(1) Ce nombre u sera le méme dans tous les groupes, qui composent tous les 
diviseurs quadratiques d'une méme formule ¢* 4+-au*, comme on peut le voir 
dans les Tables citées. 
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termes généraux A=py +2qyh+rh’,=p'y+oq yh+rh, 
A et A’ étant deux diviseurs quadratiques affectés A un méme groupe 
et dans lesquels on donne A & une méme valeur constante, tandis 
que y prend successivement les valeurs 0,1, 2,3, 4, ete. , les deux 
series ainsi formées ont la propriété commune avec les progressions 
arithmétiques que les termes divisibles par un méme nombre pre- 
mier 6, se succédent 4 un intervalle de 6 termes; d’ou I’on peut 
inférer qu’elles doivent contenir une cgale portion des nombres 
premiers qui divisent la formule ? + au’, égalité qui sera d’autant 
plus exacte que la limite N sera plus grande. 


(438) Considérons, par exemple, dans la Table IV, la formule 
t +697? et son diviseur quadratique A= 2y? + 2724 352’; ve 
diviseur fait partie d’un groupe composé de deux diviseurs bifides, 
et le nombre des groupes est 4; on a donc kh=h, et p=2.4=1. 
ce qui donne le nombre cherché «== 9(N). Ainsi en faisant la 
limite N= tooooo0, on aura par Ja formule connue 9 (N)=9588 
et x =;9(N)—5g9; cest-a-dire qu'il doit y avoir 599 nombres 
premiers moindres que 100000 compris dans le diviseur quadra- 
tique 277° + 2yz+ 352’. 

Considérons encore dans la Table VI Ja formule ¢ -+ 106’ et 
son diviseur quadratique A227 + 4yz+ 52’; ce diviseur joint 
au diviseur bifide 2y* + 532° forme I’un des deux groupes qui com- 
prennent tous les diviseurs quadratiques de @ + 1o6w’. Ona done 
k=o, et p=14, ce qui donne x= 9(N). 

Enfin pour appliquer les mémes formules aux diviseurs compris 
dans la Table V, il faut réduire les diviseurs quadratiques a coef- 
ficients impairs en diviseurs de la forme ordinaire py? + 2qgy2+72". 
comme on I’a indiqué n° 224. Prenons pour exemple la formule 
€ + 83’ qui a les deux diviseurs quadratiques 7° + yz + 215’. 
3y°+72z+72', formant un seul groupe; le premier se transforme 
en deux diviseurs y* + 832’, 4y’ + 2y z+ 212", le second se trans- 
forme en trois autres, savoir : 
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TY ay ee oe 
By’? + 272 -+ 28 2 
oy + 8y2z4+ 112". 


Donec si l'on veut savoir combien il y a de nombres.premiers moin- 
dres que N compris dans chaeun de ces cing diviseurs quadratiques, 
on fera s=1, u==4:, parce que sur les cing diviseurs il y en a 
un bifide , ce qui donnera «==z4(N) pour chacun des quatre divi- 
seurs entiers ou non bifides et a=, 6(N) pour le diviseur bifide 


y + 832’. 
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§ XII. Meéthodes pour compleéter la résolution en nombres entiers 


des équations indétcerminées du second degré. 


(439) N ous avons donné dans la premiére partie les méthodes 

nécessaires pour résoudre.en nombres entiers les équations indeter- 

mineées du second degré, qui sontde la forme ay’ + by z+¢2°=H; 

cest eneffet a cette forme que peut étre réduite toute équation pro- 

posée du second degré; mais il reste une coridition a remplir lorsque 

‘équation dont il s'agit contient des termes du premi 3, 

l tion dont il s‘agit contient des termes du premier degré 
Soit en général ay? + byz+c2°+ dy +fz2 +2—0 léquation 

oe 
proposée; pour faire disparaitre les termes ou les indéterminées 


sont au premier degré, je fais y—=* am =. zit? , et j/ai la trans- 


formée 


omay?+ by Zz +02" + 2aay +2662 +a0 +dad 
+ b6y7+ baz'+b16+f66 
+ doy+ foz+c@ +e0 


Supposant done 2a2+ 66+ di=0, 2c6+ba+/t=0, on aura 
a _acd—fb 6  2af—db_ 
6 bb—fac’ 6 bb—fac’ 


proposée on fait immédiatement 


d’ou l'on voit que si dans l’équation 


__ P t2ced—fb pou eetaas—ab 
M pay bb—fhac °° bb—fhac ' 


la transformée sera 
ay? +by'z+¢2°=—(af’*—bdf+cd’) (bb—hac)—g(bb—fac)’. 


Je remarque maintenant qu'on peut supposer que les coefficients a, 
b, c des termes du second degré dans l’équation proposée, n'ont 
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pas de diviseur commun; car s’ils avaient un commun diviseur o, 
il faudrait que dy +fz+ g fat aussi divisible par a; or cette con- 
dition est facile a remplir, en introduisant une indéterminée nou- 
velle a la place de y ou de z, et alors toute I’équation devient di- 
visible par wo. 

Je remarque aussi qu'on peut faire abstraction du eas ou bb — fac 
est une quantité négative, parce qu’alors le nombre des solutions 
de la transformée étant toujours limité, le procédé le plus simple 
est de substituer successivement les valeurs trouvées de 7’ et z’ dans 


les formules y =, eee ws 


sont celles qui donnent pour y et z des nombres entiers. 

Qn peut se dispenser encore de discuter le cas ob b’—4ac, 
quoique positif, serait égal a un earré., paree qu/alors la transfarmeée 
n’a encore qu'un nombre de solutions limité (n° 7a). I] ne reste donc 
a examiner que le casou b6-— 4 ae est un nombre positif non-earre. 


, afin de voir quelles 


(440) Alors la transformée, si elle est résaluble. aura toujours 
une infinité de solutions renfermées dans un ou plusieurs systemes , 
et chaque systéme pourra étre représenté par les formules 

ae =; F+3s5G 
zie F + 3 G 
[o+ vy’ (6b—fac)f=F+G/V (bb— ac). 


Pour éviter la considération des cas particuliers, nous supposerons 
que ces formules sont préparées de maniére que les nombres y, 3, 
2, 6,9, sont des entiers, et que l’exposant.7 est uu nombre a vo- 
lonté. Quelquefois la solution immediate donnera, pour ces coefh- 
cients , des nombres affectés de la fraction +; 11 pourra arriver aussi 
que l’exposant n soit d’une forme désignée paire ou impaire. Mais 
dans tous les cas, il est facile de réduire les formules a fa forme 
que nous supposans, ot tous, les nombres, sont entiers et l'exposant 
n a volonte : il faut de plus se rappeler qu’on aura toujours... . 
9 —v(h—4ac)= 1. 

Cela pose, il s'xgit de trouver en général la valeur de 7 telle que 
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les: quantités 
y= =t +dG+a ek F+¢ G+6 


bb—f4ac hhstikwe 


soient des entiers: Or on a 


Bazg? 4-9" .(Gb-—4.a.c) + ete: 


R= ¥ .t——2 


alee ‘hye Ee pea gag + ete. 


Ainsi en substituant ces valeurs de F et G, on voit que la question se 


_réduit a determiner 7 de manicére que les quantités 1?" = i: sae tee 
—fac 


eg t-f rg §. 
Aub ei as an ao —=* , soient des entiers. Pour cela, nous sare 


deux cas, selon que ” est pair ou impair. 

Soit 1°n=2 m, l’équation 9’ — ’ (b*>— 4ac)=1, donne, en né- 
gligeant les multiples de 4*>—4ac, 9"==1; on peut donc, au lieu 
de a et €, mettre ag” et €9, et alors supprimant le facteur 9"~' 
qui ne peut avoir aucun diviseur commun avec b*— ac, on trouve 
que la détermination de m ne dépend plus que des équations du 
premier degré 


(a+yp+2dpm__ , (6 4+e)p+a0pm __ 
bb—-4ae ? Thsaae : 


lesquelles doivent s’accorder entre elles, pour que l’équation pro- 
posée soit résoluble en nombres entiers. 

Soit 2°» =2m-+- 1, alors, eu négligeant les multiples de b4—4ac, 
on aura encore a=a9™ et 6=6€9™", et la détermination de m dé- 
pendra des équations du premier degré 

yPratamerndy  , epe6tlam+rty 
bb—fac : bb6—hac ©» 
lesquelles doivent encore s'accorder entre elles. 

Donec dans tous les cas on trouvera les valeurs convenables de 
Pexposant 7 par la simple résolution d’une équation indéterminée 
du premier degré, et la valeur de n qui résultera de cette solution 
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éetant en général de la forme y+ (bb6— 4.ac)k, ot. k est une indé- 
terminée, il s’ensuit qu’on aura une infinité de valeurs de n qui 
satisferont a la question, de sorte qu’on aura aussi une infinité de 
solutions de l’équation proposée en nombres entiers. On doit d’ail- 
leurs observer que les nombres I et G peuvent étre pris chacun avec 
le signe qu’on voudra, ce qui donnera quatre combinaisons a exa- 
nner séparément, et dou pourront résulter différentes solutions. 


(441) Soit proposé maintenant , pour compleéter cette theorie, de 
résoudre la question suivante : 

Les nombres F et G étant donnés par la formule (9+ yy A)" 
=F+G)A, dans laquelleslexposant n est indéterminé, et ott 
Tonag —YA=1, trouver toutes les valeurs de n telles que la 
quantité XE + G + v soit dwisible par un nombre premier o qui 
ne divise pas Ay, 

Voici une méthode quia éte indiquée pour cet objet par Lagrange 
(Mém. de Berlin, 1767.) 

Je suppose d’abord qu’on connaisse une valeur de lexposant i 
qui satisfait a la question; soit cette valeur p, il faudra qu’en fai- 


; Sieh? \ oty S 
sant (9 +d) Ay =f+ eA, la quantite wins dans soit un en- 
ner. Je cherehe ensuite un exposant g, tel quen faisant...... 


(9+ dV Ali==/'+ oA, le nombre g’ soit divisible par o. II est 
certain que cet exposant existe, puisqu’on peut toujours satisfaire 
i Péquation 2’ — A wy’ = 1. Cet exposant etant trouve, on peut sup- 
poser en meme temps que /’— 1 soit divisible par @; si cela n était pas, 
on doublerait ’exposant q ; et faisant (9 + pA)! ou( f+ eA) 
=f"+ g'A, on aurait f’=f" + Ag?=1+ 2Ag", et g=af'g’, 
de sorte que /” — i et g’ seraient a-la-fois divisibles par o. Done en 
faisant les preparations convenables, on trouvera toujours un expo- 
sant g, tel quen faisant (p+ WV A)'=f'+ ge WA, les nombres 
f—tetg’ soient Pun et l'autre divisibles par oe. 

Je dis maintenant quen prenant n=q x + p, la quantité proposée 
»AF+yG +y sera divisible par o, quel que soit l’entier x. Car soit 
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(J'+e'VA)=F+G'VA, on aura F+ GYA=(f+eVA) 
(PF +G'VA), dot l'on tire F=fF'+ gAG', G=fG'+ gF’, et 
AB + pG+v=(0f+ pg) F’+ ag A + u/)G'+ v. Mais les valeurs 


développées de F’ et G’ étant F’= f+ ———f fa oat eter. 


G'=nf"~' g' + ete. , sion néglige les multiples dew, on aura G =o. 
et F’=f"=1 ; done en négligeant les mémes multiples, la quantité 
AP +uG +» se réduit a1f+ ng +v, donc elle est divisible par 

Puisque toutes les valeurs de n comprises dans la formule... 
n= qu +p satisfont a la question, il y aura toujours une de ces 
valeurs qui sera moindre que g, de sorte qu’on pourra toujours 
supposer p <q. Done pour avoir Pexposant p qui donne la pre- 
miére solution, il faut élever 9 + Y)“ A a ses puissances successives 
0,1,2,3...g—1, et essayer , pour chaque puissance représentée 
par f/+gVA, sila quantite 1/+ pg + vest divisible par w. On peut 
aussi former directement la suite des quantités ,f+ ug, en obser- 
vant que cette suite est récurrente, et quelle a pour échelle de re- 
lation 29, —1; d’owil suit qu’au moyen des deux premiers termes 
connus 4,49 +z, on formera aisement tous les autres. Ces calculs 
sont d’autant plus faciles , qu’on peut rejeter les multiples de w, a 
mesure quiils se présentent , et si le probleme est possible, il faudra 
que dans les q premiers termes de la suite dont il s‘agit, en trouve 
une ou plusieurs fois 1 f+ pg + v=o. 


(442) Connaissant l’exposant le plus petit » qui rend f+ pg + v 
divisible par un nombre premier , voici la méthode qu’on peut 
suivre pour trouver a@ priori une valeur de 7, telle que } F+ G+» 
soit divisible par une puissance donnee o. 

Nous observerons d’abord qu’on peut résoudre géenéralementl’équa- 


2 3 j 
Peps ap init heals BALES eae oS =e, dans laquelle Let M sont 


des nombres donnés, et N, P, Q, etc. des fonctions quelconques 
entiéres de x. Pour cela, il faudra déterminer 2 de maniére que 


L+Me 


soit un entier; ayant trouvé w==l + ox", si on substitue 
® “4 
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cette valeur dana l’¢quation proposée, elle deviendra de la farme 
Bee ee e semblable a la proposée , 
mais dont le dénominateur est d’un degré moindre d’une unite. On 
aura donc, ene suite Ge procédés semblables, x=/1+ 2’, 
aol +2", 2 =sl'+on", etc.; dou lon eonslare ee gt ee : 
e=zl+lort ee tL” ew) + on jusqu’a un terme de la forme o” as 
dans lequel a") sera une nouvelle indéterminée. 

Cela posé, si Von veut, par exemple, déterminer la valeur de 7 
telle que la quantité )F + »G +» soit divisible par a’, on fera, 
comme ci-dessus, n==qg 2 + p, et toutes choses étant d’ailleurs les 
mémes, faisant de plus 1f+yug==2, .gA+u/f=p’, on aura 
»F +uG + vse) F+2'G'+ v. Dans cette quantité, qui est déja di- 
visible par w, quel que soit #, il faudra substituer , au lieu de F’ et 
G' leurs valeurs dévelappées, en omettant la troisiéme puissance et 
les puissances supérieures de g’ ; cea valeurs sont: 


et Glig Vig Crt kV emia al 5 (Peas | fz—r I 

Ly Mise eo acres Man aa fr WME eed egies? 
On distinguera ensuite deux cas, selon que x est pair ou impair. 
zr 


1° Six est pair, on pourra, a la place dev, mettre v(f?—g” A)?, 
et développer cette quantité, en omettant les termes qui contiennent 
g’ et les puissances supérieures de g’. Par ces substitutions, l’équa- 


WF 4! Gly 
w3 


tion proposée =e deviendra 


sc Ales re AAP i lsc San AU a ice "8 


@3 


sae Os 


Or /’ netant pas divisible par », puisque / — 1 lest, on peut sup- 
primer du numéerateur le facteur commun /*~’, ce qui fait dispa- 
raitre la variable en exposant; si de plus on fait g’ = wh’, +v=o0L, 
lequation a résoudre deviendra 


Lf? twp War (n. —— —v=) h?? Ko 


@? 
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Et celle-ci pouvant se traiter par la méthode précédente, on aura 
le résultat de la forme x=/+-l'o + wx”, ow il faudra prendre l’in- 
déterminée 2” de maniére que « soit pair. 


. c—t 

2° Si vest impair, il faudra, ala place dey, mettre v(f*— PAY 2, 
et d'ailleurs le calcul sera entiérement semblable a celui du pre- 
mier cas. 

On voit maintenantle procédé a suivre, pour faire en sorte qu'une 
quantité de la forme) F -+ »G +- vsoit divisible par un nombre quel- 
conque P, Ayant décomposé P en ses facteurs premiers, soit o” un 
de ces facteurs, on cherchera les valeurs de 7, telles que la quantité 
proposee soit divisible par w”, et ainsi successivement par rapport 
a chacun des autres facteurs. On aura différentes valeurs particu- 
lieres de x qu il faudra combiner ensemble, afin d’avoir une valeur 
générale qui satisfasse a toutes les conditions, et le probléme ne 
sera réesoluble qu’autant que toutes ces conditions pourront étre 
remplies. 


(443) Nous remarguerons que la valeur de ¢ dont on a besoin 
dans la solution précédente (n° 431), peut étre donnée directement 
par le théoréme suivant. 


« Si Pon a o?—Ad?=1, et quon cherche un exposant q, tel que 
«(9+ ¥P“A)!'—1 soit divisible par un nombre premier  non-di- 
« viseur de Ay, je dis qu’on peut faire g=w—1 silona (=)= tale 
«oug=ot+! silona (<)=— I. 

En effet on trouvera, comme au n° 12a, que la quantité.... 
(9+ ¥“A)°—(p + 4A), divisée par o, laisse Je méme reste 
qu'une quantité semblable (g—/ + 4 VA) —(9o—k + yA), dans 


laquelle & est un entier quelconque. Soit k= 9, on aura ainsi, en 
omettant les multiples de w, 


(p+ YA —(p + ADH AY — YA, 
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ct le second membre, a cause de y= , devient 4 “A ( A? —1) 
ou vA [()- |; 
Sot 1° (3)= 1, onaura (p+ 4“A) —(¢+ 4 A)=0; donc 
(o-+ bi-A)? "__ + est divisible par », donc on peut faireg =o — 1. 
Soit 2° ()=-1 , on aura (9+ tA) =o—dVA; done 


fo +d Ay t'=e-—AY=t, donc on peut faire =o + C. 
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§ XIII. De ?équation x* + ay’=b7z'. 


(444) Panenrnns qu une solution de cette équation soit donnée 
par les valeurs x =f, y=g,, z=/,; sien conservant la valeur z=h 
on fait «=f + 0, y=g— eo, on aura par la substitution 


o-=” BPs Ps 


—an(3e’°—-3gne+ n’o’). 


Soit f?’—ag’n=0, oun= a , 'équation restante donnera 
__3(f+agn’) Jafg? 
ori fens  f3—ag3’ 
donc 
J Paere 8 2f? +48°) 
a na te ee 
= oa ts 
Ainsi on satisfera a Péquation proposée au moyen des nouvelles 
valeurs 
eee a ee 
y= gel + ag)=g 
amt G leek OF Gs md 
Cette seconde solution en donnera une troisiéme exprimée par les 
formules 
i. ft Oe -+ Ot pe a "0 
wad ! i] IEDN oa peel? 
Y= 8 (2f" +48 )=EB 
ae SMR (1 OY Fd TS “la None 
et ainsi a |'infini. 
Si les nombres /, g, 2, qui donnent Ja premiére solution sont 
considérés comme du premier ordre, les nombres /", g’, h’, qui 
he 8 
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composent la deuxiéme solution seront du quatriéme ordre, les 
nombres f”, ¢”, h”, qui composent la troisieme solution seront du 
seizieéme ordre; c’est-a-dire en d’autres termes , que le nombre de 
chiffres d’une solution sera environ quadruple du nombre de chif- 
fres de la solution précédente. 

A partir d’une solution telle que la troisiéme, par exemple, on 
peut suivre lordre ascendant pour avoir les solutions quatrieme , 
cinquiéme , sixiéme, etc. ; ce qui se fera par les formules précéden- 
tes; mais on peut aussi suivre ordre inverse pour avoir la deuxiéme 
puis la premiere solution; ce qui ne peut se faire que par de nou- 
velles formules que nous allons rechercher. 


(445) Il s’agit en général de déduire x, y, z, des quantités don- 
nées xv’, y', 2’, au moyen des equations 
B= Malay | 
xy =—y (22? + ay’) 
Za eae 


Pour cela soit y=ma',z=nax, ensuite y=px,2=g x, onaura 


a= a(1 + 2ap’) my we BOP?) 
fee mal I+ 2a 3 

y =—xip(2+ ap’) Aes: 
2= a«aq(1—ap’) deer aE ery To 


l , . , ° 
équation pour déterminer p sera done 
ap'+2amp’+a2ap+m=o, 


équation qui est susceptible d’une solution assez simple. En effet, 
s1 on la met sous le forme 


(pit mp +) —(pp + v=, 
on aura pour déterminer 2, »., v, les équations 
mM +24 —p?=0, dou résulte w= 2%-+ mM’ 


Mir— py = 


QUATRIEME PARTIE. 115 


. I+arm 
La derniére donne ==—_,— , et par conséquent....... mee 
3 I-+-am3 apd : ; 
r= (+ <r =o. » étant connu on a immeédiatement 


p= (22 +m’), et v = 5 (m.—*). Ensuite on a pour déterminer 


P les deux équations du second degré 


P+ (m+ p)p+r+ v=0 
p+ (m—p)p+ir—v=0, 


d’ou résultent ces quatre valeurs 


p=—i(m+ pV [4 (m4 py] 
p= imp) EV [F0m—p)—2 + 9); 


n(i-ba ap?) nk np 


p étant connu on aura g par l’équationg = ay pers et 
ensuite x par l’équation 
eee oe ____—e (p+2m) 
 t42¢0p3 3p 3 


ce qui fera connaitre y=px et z=qx. 

Au reste il n’est pas besoin de connaitre x qui pourrait étre irra- 
tionnel ou méme imaginaire, car a la place des trois valeurs x, px, 
qx, il est visible qu’on peut prendre 1, p, g, comme si on faisait 
x =1. Ainsi tout se redurt a trouver la valeur de p par l’équation 


ap'+2amp+2p+m=o, 
valeur qui, si ellen’est pas rationnelle , ne donnera pas de solution. 


(446) Supposons qu’on satisfasse a cette équation par la valeur 
p=k, dou résulte 
3 1 f(2k+m . 
Se ae G +2 =) : 


les équations précédentes entre 2, u,v, doivent se combiner avec 
léquation p* + (m+ p)p+4+ y=o quittant satisfaite par la valeur 
8. 
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Pa donne 
A-by eh — (m+ wks 
mais on, a 
Dh —— Tbs 
done 
oy =m—amk—ak*—ank—p'. 


° . . , = 1 
Multipliant par y» et mettant au lieu de yy» sa® valeur ae, = ou 


t 2 a I © 
+m (ye—nv’)—-~, on aura 


te 6 : ; 
m (yu. — mM’) — Bow Tie) k pb (m’ —a2amk—2 k*) Us. 
ou 
CARN : 2 
po (2k + mw + (2k + okm—m’),—m'——=o, 
équation qui détermine immédiatement »., et qui devient homogene 


: : 2 ‘fk+am 
entrey.,meth, en substituant au lieu de ~sa'valeur — 2h? ( an); 


ok-+m 
on peut en effet l’écrire ainst 
= (2k + n)y) + (2k +m)? + (2k + m)(2k + akm—m) » 
+ 2h (k+ 2m)—n (2k +m). 


Cette équation est trés-remarquable en ce quon y satisfait par la 
valeur p= (m’ +2), tandis que a est déterminé par la formule 


I-a ke +knu—2" 
r= tee) = (f° -+ km) Aes : ee On trouverait 


aisément que l’équation en y. a une racine réelle et deux imaginai- 
res; ainsi on voit que la racine réelle est donnée par la formule 


“(m? + 2), cest-a-dire par un radical carré imposé sur une quan- 
tité composeée de la partie rationnelle m’ et de la partie 2% qui re- 
présenteun radical cubique. Cette forme de la racine d’une equation 
du troisieme degré nest pas semblable a celle que donne la formule 
de Cardan, puisque celle-ci est composée d’un terme rationnel joint 
a deux radicaux cubes imposes sur des quantités dela forme A +1“B, 


—f Bb. 


(447) Gherchons « priori les equations du traisieme degré qui 
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se résoudraient comme |’équation en ». Considérens pour.cet effet 
Véquation ; 

e+Av’+Ba+C=o, 


et supposons 2’ == M + y, onaura © (y+M + B)=—Ay—AM—-C, 
et en élévant chaque membre au carré 

(y+M)[y° + 27(M + B)+ (M + BY]—(Ay + AM +Cy=o, 
ou en développant 


y +3(M + B)y + (M+ Byy+M(M + By=o 
+M + 2M(M-+.B)—(A M +-C) 
=A A (ANE-- C). 


Maintenant si l'on veut que dans celle-ci les termes affectés de y’ 
et y disparaissent, il faudra satisfaire aux deux conditions 


A?=3M+ 2B 
2 ACG =B? — 3 M’. 
I,,équation de condition est par conséquent, en éliminant M, 


3 Be — 6A C=(A’— 2 BY 
ou 
A‘i—4 4B + B+ 6AC=o0; 
alors on aura M=+(A’— 2B), et l’équation pour déterminer y sera 


y=(AM + Cy—M(M + BY = C:—M? = Cr— 3, (A?— 2B). 


‘ F ; : —At-- 4A B—B 
Substituant au lieude C sa valeur ———+> , on aura 


A? + B)3(3B—A’) abet) 3B—A? 
yy ? N= Y RA? " 


et par conséquent 


A? — 4B tipo “diaibily 5 =) 
Are E 


r= | 
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Cette formule de solution est beaucoup plus simple que ceile que 
donnerait la formule ordinaire de Cardan; cependant on pense 
bien qu’elles ne doivent pas différer essentiellement l'une de l’autre, 
et qu’ainsi la plus composée peut étre ramenéea la plus simple. C'est 
ce que nous allons faire voir. 


(448) Si dans l’équation proposée x + Az’ + Ba+C=o, on 


fait 2—=- 7 on aura la transformée 2’ + pz +g =0, dans laquelle 
Pp=—3A’+ 9B et g=2 A®—g AB + 27G; substituant au lieu de 
eo 
C sa valeur en A et B, ona gq= —(aa ita es 2); de la ré- 
Age . _3__ gA®*—36A% B— 18A4 B? ead B3-4+- 81 B4 
sulle Geta Po ee a ee 
at 3A4 —6A? B—oB? 
WG Mii career are re 


eg Gd aa oe 
3 eae oes (A? — 3B)? 
—i9g-VGg + sp)=S 
Soit donc [2A (A?—3B)]=2, on aura y [S| = =— et 


bia 


par consequent z= +- Sie 


z étant connu, on aura 


1 t? 


de la 
=3(A'—2At+ > c+ aa): 
ou enfin : 
rear olas all 


ce qui saccorde avec la premiere formule qui est comme on voit 
lexpression le plus simple de a. 


(449) Pour donner une application des formules précédentes con- 
sidérons l’équation a + 7°=7 z?, a laquelle on satisfait en donnant 
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aux indéterminées x,y,z, les valeurs 2, —1, 1 respectivement. 
De la on déduira la seconde solution 12, 15, 9, ou plus simplement, 
en supprimant le facteur commun, 4, 5,3. Celle-ci en donnera 
semblablement une troisiéme 1265, —- 1256, 183, et ainsi a l’infini 
dans l’ordre ascendant. 

Pour continuer la méme série dans l’ordre inverse, regardons 
comme donnée la solution 5, 4,3, afin d’en déduire la premiere, 
par Ja méthode de l'art. 445, nous aurons 2'=5, y'=4, 2’=3, 
ce qui donne m==4= 0.8, n=? =0.6, et l’équation pour déter- 
miner p sera 


pi+ip+ap+is=o; 
Z 5P fe age ee? 


n{t+ap>) 
I—p> 
diatement la solution 1, p,q, ou 1, —2,——1, ou 2,—1, 1, ce 
qui est en effet la premiere solution d’ot l’on était parti. 
Ce méme résultat se déduirait, mais avec moins de facilité, des 
? ? 
formules générales ou I’on emploie les auxiliaires 1, », v, pour avoir 
la valeur de p. On aurait alors 


rey (4) a2), w= (B4+528), vai (Ga 1), 


2 


d’ou l’on déduit p= —2, g= 1; 0n a ainsi imme-. 


ou par approximation }=0.9109768, p= 1.56go611,....... 
y =— 0.1728540. Ensuite pour trouver p on aura les équations a 
résoudre 

p’ + 2.3690611 p + 0.7381228= 

p> —0.76g0611 p + 1.0838308 =o. 


La seconde a ses racines imaginaires; ]a premiére donne les deux. 
racines réelles p= — 2.000000, p==— 0. 3690611 ; mais la valeur 
p==—2 que nous savons étre exacte est la seule utile. C'est aussi 


ce qu’on trouverait sans Je secours des décimales, en observant que 


, a 8 1 
dans le cas présent ob m=+,0on ap =+2+ 54372", et de plus 


)+y=2n—+44, valeur qui, substituée dans la formule....... 
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po tim +p) EV [4(m + p)’—r-~v], donne les deux racines 
p= Saas P =t— p= oe Fh -+- x. 


2 


(450) On peut remarquer que les formules de Part. 444 appliquces 
a Véquation a + 9?= A, donnent le moyen de trouver une infinite 
de solutions de cette équation, quand on en connait une seule; en 
sorte que la somme de deux cubes donnés /’ + g’ peut ere trans- 
formée d'une infinité de maniéres cn deux autres cubes; en effet, i] 
résulte de ces formules qiwen prenant 


pias Sea 
‘ ——s fe —g? 7 Oo 


_ eer re) 


f? ge ’ 


on aura fo 4- gf? + g®. Par des formules semblables on obtiendra 
13 UY BeBe Ag Aik aS eee Tae eae are ; ‘3 a Poe 
Lo + =f”? + g”, et ainsi a Pinfini. Done si on avait f*+ g’=h’, 
cette solution de léquation x? + 7° + 2’==o en fournirait une in- 
limite d'autres, mais on sait que la chose est impossible. 
(451) Nous terminerons ce paragraphe par un théoréme qui peut 
‘tre utile dans diverses recherches d’aualyse indéterminée. 


« Théoreme. SiVéquation x — p 2 +9 «—r=0ases trois racines 
« rationnelles, la quantité A= p’7?’—4¢+18pqr—4pr—a7r’, 
« devra étre un carré parfait. 

En effet soient «, 6, y, les racines rationnelles de l’équation pro- 
posée; si l’on cherche les valeurs des quantités y et z ainsi compo- 
sées : 

YH=VC+ Oy + 7% a 
ZS ay + 6 a - y’é « 


ces quantités devront étre également rationnelles. Or par les formules 
connues on trouve ¥ + 2=pq—3r,yz=¢ + pr—bpqr+ogr; 
done (y—2z) = p*q°-—4qi+ i8pqr—4pr—27r;le second mem- 
bre doit: done étre un carré parfait. 

Appelant ce second membre Q’, on aura Q==+(y—2z).. 
= (a—6)(6—y) (y—a), et Péquation précédente pourra étre 
mise sous la forme 
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4(p’—3q)! =@p’—opq+ 277) +27. 


Donc en supposant les nombres p, 7, 1, entiers, sion met p’— 3y 
sous la forme 2"(2m + 1), il faudra que n soit pair et qu’en méme 
temps 27 + 1 soit de la forme /? + 39’; car si l'une de ces deux 
conditions n’avait pas lieu, le premier membre de l’équation ne 


pourrait pas se réduire a Ja forme P? + 27 Q*, qui est celle du second 
membre. 

Enfin il résulte de ce méme théoreéme que si léquation..... 
uv — pa’ +qx-—-r=0 a ses trois racines rationnelles, l’expression 
de Tune de ces racines , donnée par Je formule de Cardan, sera tou- 
jours de ta forme 


o—_p + (A + BY’ — >) + (A= Bi7 


A et B étant rationnels ainsi que (A? +- +B’). 

Si on represente par V’—p V? + g V —r=o, l’équation dont les 
‘acines L,Y, Z, positives ou négatives, sont supposées satisfaire a 
Péquation 2" + y"+ z"=0, 7 étantun nombre premier; on pourra 
exprimer le premier membre par une fonction de p, q, 7, laquelle 
étant égalée 4 zéro, sera la premiere équation du probleme. Ii 
faudra en outre que la fonction 


A(p*—3q) —(2p’— 9P 9 + 277), 


laquelle est la meme pour toutes Jes valeurs de 2, sort de la forme 
ants, 

Ces deux equations pourront, au moins dans des eas particuliers, 
faciliter la résolution de Véquation a” + 9” + z"=0, ou conduire 
a en démonirer Vimpossibilité. On peut remarquer d’ailleurs 

1° Que le coefficient p, égal ala somme x + y + 2, est toujours 
tm nombre pair divisible par 7’, comme il sera démontré cl-apres 
(partie VI); 


»° Que le coefficient g, égala vy + yz+22, est toujours un 
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nombre impair, de signe contraire a p, lequel n’a aucun diviseur 
commun niavec p ni avec r ; 

3° Que 7 est un nombre pair de signe contraire ap, et divisible 
par 7’. 

On peut, dans tous les cas, faire p= 1, et considérer alors g etr 
comme des quantités rationnelles qu'il faut déterminer par ces deux 


, > 
equations. 
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§ XIV. Méthode pour la résolution de V'équation............ 
y=a+bx+cx’?+dx’ + ex‘ en nombres rationnels. 


(452) Aviary été conduits 4 traiter fort au long de la résolution 
des équations indéterminées , nous devons faire mention d’une mé- 
thode indiquée par Fermat pour résoudre en nombres rationnels 
Péquation 7° =a + bx + ca’ +dz' + e x‘, dont le second membre 
est un polynome rationnel ot la variable ne passe pas le quatriéme 
degré. Voici les cas principaux dans lesquels la résolution est 
ke 
° Si le nombre a est égal a un carré positif /’, les valeurs co, 

y= oF donneront immédiatement une solution de l’équation pro- 
posée. Pour avoir une autre solution, on supposera a+ bax + ex" 
+dxr+er=(f+gut hat , ce qui donnera, en développant 
et ordonnant, 


o=f?+afgnt afha?+azhx + hx 
—a—b + g -— da —e 


sae (6 


Or on a déja f? =a; si pour faire disparaitre les deux termes sui- 
vants, on fait ofg—b=o, 2fh+g*—c=0, 0n en tirera les va- | 
leurs des coefficients g et h, lesquelles seront OLN ty ie vier a1 

g sf aay) rae 
Alors l’équation étant réduite aux seuls termes qui contiennent 2” 
2gh—d 
Fay 
Cette valeur donnera donc une nouvelie solution en nombres ra- 


et x‘, i] en résultera une valeur rationnelle de x, savoir, «= 


tionnels de I’équation proposée ; si toutefois on n'a pas 2gh—d, 
mi e=/-. 
La nouvelle solution étant désignée par 2==m, si l'on fait gé- 
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néralement xm + 2’, et qu’on substitue cette valeur dans leécua- 
tion proposée , le second membre deviendra de la forme @' + b' a’ + 
cl a’? + d' x" + eé'a’*, dans laquelle a’ sera encore un carré positif. 
On procédera done de la méme maniére pour trouver une nouvelle 
valeur de a’ et ainsi a Vinfini. D’ou l'on voit qu'une premiere valeur 
connue de x suffit pour en faire trouver une infinité d’autres, saut 
quelques cas particuliers qui ne peavent guéres avoir lieu que lors- 
quil est absolument impossible de résoudre l’équation proposée 
autrement que par les premiéres valeurs données. 

2° Si le coefficient e du terme ex‘ est égal a un carré positif Ah’, 
on feraa+ba+cur+da + ex'=(f+gxr+ hax’) ,ce qui don- 
nera, en développant et réduisant , 


o= f° +afgux+oafha+aghzx 
—a —b + 3° —d 
—e 
Maintenant on peut faire disparaitre les z’ et 2’, en prenant g= isd : 
2 


is et alors I’équation réduite au premier degré, donne 
=) eb q au p er degre, donne. . 


a—f’ 


ie aor Cette solution en fournira ensuite une infinité d’an- 


tres comme dans le cas précédent , mais il faut qu’on n’ait pas 
fh e— = 0. 

3° Si Péquation proposée est de la forme 77 =f? + ba + cx + 
dx’ + h’ x‘, en sorte quelle tombe a-la-fois dans les deux cas preé- 
cédents , on pourra faire usage de chacun des moyens indiqués. On 
peut aussi tout d'un coup faire y=/+ ga + hx’, ce qui donnera, 
en substituant, développant et réduisant, 


o= afgatofhatagrhs' 
—b + 9 —d 
—c. 


af 


Or on peut satisfaire a celle-ci de deux manieéres, soiten faisant ¢— kd 
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ce qui donne are, soit en faisant g= +4, dou Von 
ieee a 
e—p* —afh 

4° Sion aune solution désignée par 2==m, onfera r—=m + x’, 
et 'équation sera ramenée au premier cas. 

Nous pourrions ajouter un grand nombre d’applications de cette 
méthode tirées des problémes d’analyse indéterminée, dont Euler 
a donné les solutions dans plusieurs de ses Mémoires, et dans le 
second volume de son Algebre. Nous nous bornerons aun ou deux 
exemples de ce genre, afin de donner une idée de cette branche 
d’analyse, qui exige une grande sagacite dans le choix des moyens 
de solution, mais qui étant trop particuliére, n’a qu'un rapport 
éloigné avec notre sujet. 


(453) Proposons-nons de trouver trois nombres 2, y, z, tels que 
Jes trois formules 


Bs Bog iS tA ey es 


soient egales a des carrés. 

Comme on peut supposer que ces nombres sont premiers entre 
eux, il est aisé de voir quiils doivent étre tous trois impairs: on 
peut donc fairey=«+ 2p, 2=x+2¢q, et on aura 

ery +o27=ha+ 4(p+aqgje+4(p +27). 
; Sey ; ‘ p27 +9gq?>—f?’ 
Je fais cette quantité =4 (a +f)’, et jen tire a Lia 
2 -- 4 Apo 2 
seconde formule donnera semblablement «== 2——"—*_, et pour 


2g-—q--2p 
faire accorder ces deux valeurs, je fais 


p+2¢g—fP=7 +ap—sg', af —p—2q9=28—4 — 2p; 


jen tire des valeurs rationnelles de fet de ¢, savoir f=; (5q +37) 


g=;(5p + 3q), au moyen desquelles la valeur de x deviendra 


pat ON Mines) Cig oe 
8(p +4) 
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Cette valeur satisfait déja aux deux premiéres conditions: on aura 
d’ailleurs les valeurs correspondantes de y et 2 par les formules 
y= x2+op, z= + 2q; de sorte qu’en supprimant le dénomina- 
teur commun, on pourra faire 


a= 7p’—3sopq+ 79 
ee ee ae 
z= 7p'—14pqt+23q’. 
Substituant ces valeurs dans la formule 7’ + 2’-+ 22’, et faisant 


= 1 +6, il restera a satisfaire 4 la condition 


1+26+20°7+ 6 + 122 6'= a un carre. 


Or on trouve immédiatement §= 0, ou 6= — 1, ou 6==— 2; mais 
il ne résulte de 1a aucune solution. Soit donc, suivant la méthode 
precedente , 


1+ 26+ 260 -+ 6+ 264 (1 + 46+ 36’); 


256 


si l’on développe cette équation, et qu’on prenne «=-5, on-aura 
6==208; donc p= 209, g=1, ce qui donne cette solution 


x=218919, y==62609, z= 18920. 


I] serait facile d’en trouver plusieurs autres , mais elles seraient pro- 
bablement plus composées, queique la méthode dont nous avons 
fait usage ne prouve pas que les nombres trouvés sont les moindres 
pessibles qui satisfont a la question. 


(454) Soit proposé encore de trouver trois carrés inégaux 2", 7’, 
z*, tels que les trois formules 2° + ~~ 2, 2+ 2 —9°, VY +P 2", 
soient égales a des carrés. 

On trotve aisément que les deux premiéres conditions sont rem- 
plies, en faisant 

LT? eS 
yor+ers—s 


=. FP re — 
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Il reste donc a satisfaire 4 la troisiéme, laquelle devient, par la sub- 
stitution de ces valeurs, r!-—4r? s*+- s'= aun carré. Soit r=46s, 
la question se réduit a faire en sorte que 64— 46+ 1 soit un carré. 
On pourrait prendre 6 = 0, ou 6=2, mais il ne résulte de la aucune 
solution convenable; pour avoir d’autres valeurs, soit 6==2 + 9, on 
aura I + 169 + 2097+ 89° + o'= aun earré. Je fais cette quantité 
=(1 + 89 + 29’); prenant ensuite «= 1, je trouve p= — +2; donc 
= — +2, r==15, s=4, d’ou résulte cette solution : 


$2 V3 200, == 140. 


Ce sont vraisemblablement les moindres nombres qui satisfont a la 
question. On aurait pu faire encore «==— 22, ce qui aurait donné 
os, b= He, ou r= 442, s= 61: mais de la résultent des 
nombres beaucoup plus considérables que les précedents. 

On peut suivre un autre procédé pour faire en sorte que la quantité 
1+ 169+ 209+ 89° 4-9! soit égale a un carré. Représentons ce 
carré par ({ + ™m9-+/79’)’, nous aurons, en comparant et dévelop- 
pant, 


O= 2Mot+2Ng’+2mMnNe +7’ 95 
—16 +m —8 ot 
— 20. 
16—2m __ 8—amn 


Soit 9 = , on aura entre m et 7 l’equation 


an+4-2—20 °° «~n'—=1 
(8 + m)n? + (m>—20m—8)n— 4m + m+ 72=0. 


Maintenant, pour avoir une valeur rationnelle de 7, soit m= — oi 
on auran = — ~~, 9= +24, ce quiest la seconde des deux solutions 


trouvées par l'autre méthode. 
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§ XV. Développement du produit (1 — x) (1—x’?) (t1— 2"), ete. 


continué a Cinfini. 


(455) (Garsratnans plus généralement le produit 
(1+ v2)(1 + 22) (1 + 2) (1 + 22), ete, 


et supposons que ce produit développé suivant les puissances de =z , 
soit égal a la suite 1+-P2+-Qz2’+Rz’+ etc.;sion met za la place 
dez, on aura (1+ 272) (1 +.2°2z) (1 +2‘z)ete. =1+ Prz+Qa’*2'+ ete., 
et par consequent 1+ Pz+Qz’*+ R2z’+ etc. =(1+42z)..... 
(1+ Paz+ Qe2'z' + etc.). Développant le second membre et éga- 
lant de part et d’autre les coefficients d’une méme puissance de =, 


On aura 
Es 
i 1—x’ 
Bw a 
Q I—2z? (1 —2) (1— 2?) 
R— Qn 8 
1—2 (1 —x)(1—- x?) (1 — x?) 
oe Ai ee ers 
ae (1 —— a) (1 — c*) (1 — x3) (1 — eh) 
, etc. 
Soit z= — 1, et le produit proposé (1 — x) (1 — a”) (1 —2"')Jete. , que 


nous appellerons X, sera exprimé par cette suite 


OD ie i xt 
(A) 1-2 G20) Goals) Saag 
m were eles, 


(1 —x)(1 —2)(1— 73) (1 — xh) 


(ou Yon voit que les numérateurs ont pour exposants les nombres 
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triangulaires 1,3,6, 10, 15, ete. Nous allons faire voir maintenant 
comment on peut faire disparaitre successivement dans les déno- 
minateurs , les facteurs 1 — x, 1—- x’, 1 — 2’, etc. 


(456) Pour y parvenir, nous changerons chaque terme de la suite 
en deux autres, savoir : 


2 


o : 
Cll 
I—2z I 


(1— x)(1— 2”) ie i @) GaGa 
(1— z)(1 — 2) (1 — x) hee? (1 — 2) (1 — 2?) a8 (1— 2) (1— x*) (1— x’) 


etc. 


Par ce moyen la suite (A) deviendra, en mettant a part le premier 
terme 1, 


x ee nae ebeeeras ee SEE rete 
I—x (1—2) (r—2?) (1 — x) (1— 27) (1— 2) a 
x Dau rr 
fs ee a et Se of Se 


ou en réduisant 


zn x9 x4 
,—ete, 


(B) — T— 2+ ae re —z?) (1— x) As (1— 2?) (1— x) (1— 24) 


Comme il est essentiel d’observer la loi que suivent les exposants 
2,5,9, 14, ete., on jettera un coup d’ceil sur le tableau ci-dessous 
ou cette Joi est tres-claire. 

La premiere ligne horizontale est celle des nombres naturels, la 
seconde est celle des nombres triangulaires, ou des exposants des 
numérateurs dans la premiere suite (A). Ajoutant 4 chaque nombre 
triangulaire le nombre naturel écrit au-dessus, on forme la suite 
2,5,9, 14, 20, ete. qui est celle des exposants de x dans la suite 
(B), si on en excepte le premier terme —-x dont l’exposant 1 est 
immediatement au-dessus de 2 dans la table, au lieu détre A cdté 
comme dans la suite (B). 

Gela posé, on voit que nous avons fait disparaitre le facteur 1 — x 

il. 9 
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des différents dénominateurs: chassons de méme le facteur 1 — x 
ce sera en faisant 


=e ag a 
x9 x9 x 
(1 — 2?) (1— 2?) at — a? (1 — 2”) (1 — 23) 
a4 oe ane 
Far aya) ba) Gee 


etc, 


Par ce moyen la suite (B) deviendra, en omettant la partie entiere 


—xr—2’, 
5 x7 . x 4 wis BY 
Ce fa — x?) (1— 2) © (1— 2?) (1 — x?) (1 — 24) . 
14 20 
ee ad eS -+- etc. , 


12 G—2)(1—2) a —2)\(1— 25) (1 — 24) 
ou, en réduisant, 


j 18 25 
(C) x + a7 —— aa = 


et (1— 2x) (1 —axs) (1—2')(1 — x')(1— 2°) eee 


Les exposants 5,7,12,18, 25, etc., a l'exception du premier 5, 
formant la ligne (C) du tableau, ils se déduisent des précédents 
5,9, 14, 20, etc. en ajoutant a ceux-ci les nombres naturels qui 
leur répondent verticalement. Quant au premier exposant 5 de la 
série (C), il est immédiatement au-dessus de 7 dans le tableau, 
comme appartenant a la série précédente (B). 

Séparons la partie entiére x* + x’ de la série (C) et donnons au 
reste la forme suivante . 


ran a ax 3° ag 
r—e +) Gaia) f—ae\(a— aya —asy * OE 
x wr a3 
+ ete. 


1—2 (1 —2) (1— 24) 3 (1—2)(1— a) (1—2) 
Nous aurons en réduisant la quatrieme suite 


(D) ~2" — x" 4. a ai 


ict (1 4) (1— 2) oe (1— #4) (1— 2°) (= mes 


QUATRIEME PARTIE. 131 


ou le facteur 1— 2° ne se trouve plus dans Jes dénominateurs. On 
y trouve les exposants 12, 15, 22, 30, 3g, ete., qui, al’exception 
du premier, forment la ligne (D) du tableau; iJs se déduisent des pré- 
cédents 12, 18, 25,33, ete., en ajoutant A chacun de ceux-ci le 
nombre naturel qui lui répond verticalement. 

On voit qu'il est inutile de continuer plus loin l’opération ana- 
lytique et qu’on peut se borner a prolonger le tableau, en ajoutant 
dans chaque colonne verticale le nombre naturel inscrit au haut 
de cette colonne. Alors les deux derniers termes de chaque colonne 
verticale sont les exposants de x dans !a série 1¢duite ou dans le 
produit cherché. Quant aux signes de ces deux termes, on voit clai- 
rement par notre operation qu/ils sont positifs dans les colonnes 
de rang pair et négatifs dans les autres. 


Domioresmiattreis: A) 15 ao. OF hy ah 0 Bs, oO. 7Q, 
(Ate. ev aah e 1, poe eALO? cl oie 20 eOO a ae 
PB exieeerts oh es De iO) GLAnu Ose 7GhOO,. 44 mO4 Bane 
(SRS See Te lOO, e205 G90 ln aS 
ED ices Mah ave eis 17 2), WIG,0 30 BAO TL 00, of 
ieee eee 26,'35;.45, 56,,68,-81 
RIL YT Saws, gfe aot 4) 40;2515063,876,,.90 
(ea een oo oa B74 70S184 9°99 


Done le produit cherché 


X=! —- ¢' — 7’ fe xv ape pe ae ae Dea ae gr — GR GS 
+ 2 -+ a”? etc. 


(457) Quant & la loi des exposants de ce produit, elle est facile 

a trouver ; car, puisque toutes les colonnes verticales sont des pro- 

gressions arithmétiques , si on appelle 4 le nombre naturel qui dé- 

signe.le rang d’une colonne quelconque, on aura pour le, dernier 

terme de cette colonne £4 (k + 1) +k, ou+(3k?+ 4), et pour le 

pénultiéme terme +h (k + 1)+ 4 (k —1), 0u + (34*—A). Donela série 
). 
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des exposants 2,7, 15,26, 40, 57, etc., aura pour terme général 
(3h +h), et la série 1,5, 12,22, 35, 51, etc., aura pour terme 
général + (34*—h) , donc enfin le produit cherehé X ne contiendra 
de puissances de x que celles qui peuvent étre représentées par 
vB) k étant un nombre entier. Ces puissances auront pour 
coefficient + 1 si A est pair et — 1 si é est impair. 

La série 1,5, (2,22,35, 51, ete., quia pour terme général. . 
+(3k—A), est proprement celle des nombres pentagonaux (voyez 
ci-dessus, art. 156); mais l’autre série 2,7, 15, 26, 4o, ete. ap- 
partient aussi aux mémes nombres, en donnant a & les valeurs 
—1, —2, —3, etc., c’est-d-dire en changeant le signe de &. En 
effet les deux séries n’en forment qu'une déduite du méme terme geé- 
néral +(34°—), comme on le voit ici : 


Mea) Wa Aired oS ea SEND OPE mn lee! Shs We, ee ees eT 
Nombres:pehtasy 96." 2155"). oro, ne Geeta soe ete, 


Soit Na" un terme quelconque compris dans le développement de 


. " a 
plusieurs facteurs 1— x”, t—ax° 


,1— xt, etc., en nombre fim ou 
infini ; le coefficient N sera en général le nombre de fois que x peut 
étre forme par |’addition des exposants «,6, y, etc. pris en nombre 
pair, moins le nombre de fois que 7 peut étre formé par l’addition 


de ces exposants pris en nombre impair. 


(458) I résulte par conséquent de la loi qu’on vient de démontrer 
dans le développement du_ produit (1 — x)(1 —2")(1 — 2°), ete. , 
continué a Vinfini, 

1° Que tout nombre qui nest pas pentagonal, c’est-d-dire qui 
nest pas compris dans la forme £(34°+ 4), peut se former 
d’autant de maniéres par addition des nombres naturels 1, 2, 3, 
4, ete. pris en nombre pair, que par l’addition de ces mémes nom- 
bres pris en nombre impair. 

2’ Que tout nombre pentagonal pair ou qui répond a une valeur 
paire de 4, est formé une fois de plus par les nombres naturels 
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1,2, 3, ete. prisen nombre pair, que par ces mémes nombres pris 
en nombre impair. 


3° Que le contraire a lieu pour tout nombre pentagonal impair. 


Ie méme développement offre d'autres propriétés encore plus 
remarquables quion trouve dans le chapitre de Partitione Numero- 


rum de VIntrod. in Anal. inf., et dans le tom. TIT, partie [ des 
Nova acta Petrop. 
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§ XVI. Des fonctions semblables qui étant multipliées entre elles 
donnent des produits semblables. 


(459) Ox a déja vu (§ IV) que les différents diviseurs quadrati- 
ques d’une méme formule ¢ + aw’ jouissent de cette propriété, 
quen multipliant entre eux deux ou plusieurs diviseurs , égaux ou 
différents , le produit peut toujours étre représenté par l’un des di- 
viseurs quadratiques de la méme formule. Une propriété analogue 
se fait remarquer dans certaines fonctions homogeénes de tous 
les degrés, savoir dans des polynomes & trois variables pour le 
3° degré, dans des polynomes a quatre variables pour le 4° degré, 
ainsi de suite. C’est ce que nous allons faire voir en commencant 
par les polynomes a deux variables, du second degré, qui rentrent 
dans les formules connues. 
Soient « et € les deux racines de l’équation du second degré 


p—ap+b=o; 
on pourra regarder la formule du second degré 
w+taxry+by 


comme étant le produit des deux facteurs (x + «y) (w + €y), puis- 
quon a «+ 6a et «6=b. De méme la formule 


“+ any, +by,, 


composée semblablement avec deux autres variables z,,y,, sera le 
produit des deux facteurs simples (x, + ay,) (x, + 64,). 
Maintenant si on veut multiplier ces deux formules entre elles, 


on prendra d’abord le produit des deux facteurs (@ + ay) (a, -+2y,), 
lequel est 22, +a(xy,+Y2,) +0’ yy,, Ou, en mettant azc—b A 
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la place de a’, 
ux,—byy, + aly, +YU,+ayy,). 

Soit pour abréger 

X=a22,—byy, 

Y=ary,+ yx, +ayy,, 
et on aura (@ + ay) (v,+ «¥,)=X+Y. 

Par la méme raison on aurait, en mettant 6 4 la place de a, 


(x+6y)(x,+ 6y,), =X+6EY. 


Multipliant entre elles ces deux équations, le premier membre sera 
le produit des deux polynomes proposés, et le second se réduira 
a X*+aXY-+b6Y?’; dot lon voit que le produit des deux fonc- 
tions semblables 


P+axry+by, Beata, Ya OY, 


- est représenté par une fonction semblable X?+ aXY+ 6Y’. 
Mais il y a une seconde maniere de former le eek des deux 
polynomes proposés. 


(460) En effet si on multiplie d@abord x +ay par 2, + 6y, le 
produit sera rxv,+ayx,+6xy,+a6yy,, ou, en substituant les 
valeurs 6==a—a,a6=b, 


Ln, +axry,+byy, +a(yx,—xry,). 
Ainsi on peut donner a X et Y les valeurs 


Ka 22r,+axry,+ byy, 
Y=Sy2.- 27, 


et le produit cherché sera encore représenté par X*+aXY+6Y’. 

De ce que le produit de deux facteurs de la forme «’+axry+6y* 
peut étre mis de deux maniéres différentes sous la forme semblable 
X’ + aXY+56Y’, ils’ensuit que le produit de trois facteurs , tels 
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que 
x oe axLy “hh by > x," ot X,Y, a; by,’ ? + aL,Y, ae ys, 


pourra étre mis sous la méme forme de quatre manieres différentes 
que le produit de quatre facteurs sera huit fois de la méme forme 
ainsi de suite. En général sil’on az facteurs de la forme x’ + axy+by’ 
leur produit sera 2"~* fois de la méme forme. 


(461) Si les » facteurs dont nous parlons sont égaux entre eux. 
alors on aura d’autant de manieres 


(ve +axry + by’)"=X*4+aXV+byY’; 


mais cette équation n’aura qu'une solution, si on veut que les in- 
déterminées X et Y n’ayent point de factcur commun. 
Pour trouver directement cette solution on pourra se servir de 
Péquation X + «Y=(«#+ ay)", ou 
X + 1aY+VV(F = b)=(2 + raytyV(S—5)|" 


d’ou lon tire 


Y=n(e+tay)"” ae n.n—I 3? (a+iay) (~—6) et. 


Tean3 
n n.n—t n—2 aa 
ea 2 hdc lemes | * et ahges, : 
XM ptoN es (at pay) (ee say), oo) (4 b) + ete, 
Ainsi on connaitra généralement les deux fonctions X et Y pour 


toute valeur de 7. 


(462) Supposons maintenant que «,6, y, sont les trois racines 
de fequation 


p—ap + bp—c=o; 
s) on développe le produit des trois facteurs 
(2+ wy + a2) (V+ Cy +62) (e+ yyt °2), 


on trouvera l’expression suivante 
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L+(ate + yxy + (wt 6+ Y)eZz+ (a6 + ay + by) ry 
H(VE +O y+ YPatayt Oat yblayz 
H(GO HOY + yo las +abyy+(aby+ By a+ya6) yz 
+ (a By + Cy at ya’ Ye + a 672’, 


dans laquelle tous les coefficients sont des fonctions invariables des 
racines a, 6,y, et pourront par conséquent étre exprimés par les 
coefficients de I’équation en p. Le produit dont il s’agit se réduit 
done a une fonction entiérement rationnelle, savoir : 


VP+axry+ (a—2b)x2+bary+ (ab—3c) ayz+(b—2a0c)az 
+eoy+acy2zt+ boyz +c’; 


et cette fonction que nous désignerons par ®(#, y, z), aura la pro- 
prieté qu’en multipliant ensemble plusieurs fonctions semblables 
dans lesquelles les quantités a,b,c, sont les mémes, le produit 
sera toujours une fonction de méme forme. 


(463) En effet, supposons qu'il s’agit de multiplier la fonction 
précédente (x, y, z) par une fonction semblable % (z,, y,,z,) ou 
les constantes a, b,c, seront les mémes, la question se réduit a 
trouver le produit des six facteurs 


BH+aytaz, e+6y+ 6s, L+y7¥+y'% 
Li,AaY, +e Z,, LACY, ACL, LYN 2,5 


or si on multiplie d’abord 2 + ay + a’Z par x, + ay, +22, , et que 
dans le produit on mette au lieu de «’ et a‘ leurs valeurs...... 
@=av—bat+c, a=(a*—b)«—(ab—c)a+ac, ce produit 
sera exprimé par X + Y+ o’Z, en faisant 


XK=22,+€(y2,+2Y,) + 2023, 
Y=2zy,+yx,—b(y2z,+2y,)—(@b—c)2z, 
ZL = 22,422,477, + 4(¥2,+29,) +(@ —b)zz,. 


Dés-lors on voit que le produit des deux fonctions proposées 
@(x, 7, Z), &(x,,7,,%,), sera égal au développement des trois fac- 
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teurs 


(X+aY+aZ) (X+6Y+6Z) (X+ yY+y7Z), 


et qu'il sera par conséquent égal a la fonction désignée par... 


©(X,Y,Z), laquelle est 


XP+aX’Y +(a’— 2b) X*Z+bXY’+(ab—3 c)XYZ+(b—2ac)X7 
1.CY “—Aa@éenN LeU CY £464, 


(464) Supposons ensuite qu’on veuille multiplier ce produit par 
une troisiéme fonction 6(,,7,,2z,) semblable aux deux autres, 1] 
est visible qu’on devra faire 


X,=Xa,+c¢(Yz,+ Zy,) + acZz, 
Y.=Xy,+ Yx2,—b(Y2,+Zy,)—(ab—c)Zz, 
Z,==X2z,+ Ze,+Vy,+a(Y¥z,+ Zy,)+ (w’—bd)Zz,, 


et le produit des trois fonctions dont il s’agit sera exprimé par la 
fonction semblable 6({X,, Y,, Z,). 

Tl en sera de méme du produit d’un nombre quelconque de fonc- 
tions, et par conséquent d’une puissance quelconque de Ja méme 
fonction, Mais dans ce dernier cas on peut parvenir au résultat par 
un procédé plus simple que celui de la multiplication successive. 

En effet on peut, par différentes méthodes connues , déterminer 
directement les quantités X,Y,Z, de maniere qu’on ait 


(w+ ay + a? 2)" =X+4Y +07Z. 


Il suffit pour cela de développer le premier membre suivant les 
puissances de «, et de substituer aux puissances supérieures a 2’ 
leurs valeurs réduites d’aprés l’équation « ==aa*—ba-+c. Par ce 
moyen la quantité 6"(a, y,z), qui désigne la puissance 7 de la fone- 
tion (x, y, 2), sera exprimée par 6(X, Y, Z). 

(465) Dans le cas de n ==2, on trouve immédiatement par les for- 
mules de l'art. 463, en faisant x,=wx, y,=y, z,=2z, 


XX? + 2cys+acz 
Y=2ry—abyz—(ab—c)2 
L222 +9? + 2ay%+(a—b)2, 
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ces valeurs satisferont a l’équation 
Ge, 0, see OV yA) 


quelles que soient les trois indéterminées x, 7, z. 
Sion établit entre ces trois indéterminées la relation 


“O=2¢e+y7 4+ 2ayz2+(a@—b)2’, 
qui donneZ =o, alors @(X,Y,Z)seréduiraa X'-+-aX’?Y +bXY?+cY’, 
d’ou il suit qu'on peut résoudre généralement Péquation 
Xe Ea NN Verte DN Ver OY Vt 


Car en prenant les indéterminées de maniére que l’équation de con- 

dition Zo soit satisfaite , les valeurs qui en résulteront pour X 

et Y, seront telles qu’on aura en méme temps V=4(«, y, z). 
Soit pour cet effet y =(u—a)z, ce qui donne 


2< 22(u—a) 


=F 5 —_—- 


b—u ? 


b—y’ 


il en résultera la solution 


K = gays (u!—abw + 8cu+t b’—4ac) 
Y¥=—_ASy — au’ + bu—c) 
Ps x —u+2auv—5bu' +20cuW+(5b'—20ac)uv 


(6—u’)? |+ (8a’c—2 ab\—hbc)u+ B —habe+8e| j 


Et si on veut que les fonctions X et Y n’aient pas de commun di- 


viseur, on pourra faire ua , t= (u?—b) 2, et on satisfera a 
Péquation 
Kea X?Y+bXY'+cY=V’, 


par les valeurs 


X= yi— aby'2’+ Beyz’ + (b’—Gac)z 

Y =— 4z(y—ay'2+ by2z’—c2’) 

V=/—2a7'°2+ Sby' 2 —r0cy'2'—(58'— 2040) yz! 
—(8a’c—2ab'—hhe)y 2 —(b—habe+ 8c’) &. 
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Telles sont les formules qui résultent de ja supposition Z=o0. Les 
suppositions Y=, Xo, conduiraient a des formules sembla- 
bles pour résoudre généralement les équations 


X? + (a@—2b6)X°Z + (—2ac)X7P+eLD=cV’ 
EV +acVYZ+0cY7+¢7—V'. 


(466) Considérons maintenant I’équation du quatriéme degré 
pi—ap’ +bp’—cp+d=o, 


dont les racines sont «,6, 7,5; si au moyen de ces racines on forme 
les quatre polynomes 

U+aytoest+ou 

L+C¥+Ez2+6u 

L+yVtYz+ yu 

v+dy+024+%u, 
le produit de ces quatre polynomes sera une fonction invariable 
des racines a, 6, 7,4; car il est visible que ce produit reste le méme 
en faisant une permutation quelconque entre ces racines. Cette 
fonction sera donc un polynome du quatrieme degré, homogéne en 
Xx,¥,2%,uU, dont les coefficients pourront s’exprimer par les quan- 
tités données a,b,c, d, en appliquant les formules connues pour 
déterminer toute fonction invariable des racines d’une équation 
donnée. 

Mais comme fa multiplicité des termes dont un pareil produit 
est composé, peut donner quelque embarras dans la détermination 
de leurs coefficients, on pourra supposer que le facteur...... 
X+ay +a’Z+ ou, et les trois autres semblables sont les racines 
de l’équation du quatriéme degré 


peels Ui <i Bo—Ce + D= 0, 
qu'on obtiendra en éliminant p des deux équations 


p= t+ py +p 2+ pu 
o=p'—ap + bp’—cp +d. 
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Au moyen de cette élimination on connaitra les coefficients A, B, 
C,D,en fonctions de x,y,z, u, a,b,c, d; et puisque D est le 
produit des quatre valeurs de p, il est clair que D sera la fonction 
cherchée résultant du produit de nos quatre polynomes. 


(467) Cette fonction étant représentée par @(x, 7, z,u), si on 
veut la multiplier par une fonction semblable # (,, 7,, z,, u,), dans 
laquelle les quantités a, 6, c,d, sont les mémes, il suffira de con- 
sidérer le produit des deux polynomes 


a +aytaZtaru 
ft ect. 2, + a U,. 


Soit ce produit =X + «Y+«’Z+ a’V, on trouvera 


X= «r2x,—d (uy, + 22,+ yu,)—ad(uz, + 2u,)— (a’*—b) duu, 
Y>ya2,+7y,4+c(uy, + 22,+ yu,) + (ac—d) (uz, + zu,) 
+(a@c—be—ad)uu, 
Z==22,+y7¥,+ £2,—b(uy, + 22, +yu,)—(ab— c)(uz,+ z4,) 
—(vb—b—ac+d)uu, 
V=ur,+2y,+y72,+LU,+ aUy, +22,4+ 7U,) 
+ (a —b) (uz, + 2u,)+(a@—2ab+ c)uu,, 


et le produit des deux fonctions proposées sera 6(X, Y, Z, V). Il 
en sera de méme du produit de trois ou d’un plus grand nombre 
de ces fonctions; nous ne croyons pas d’ailleurs deyoir pousser plus 
loin ce genre de recherches qui s’'applique a tous les degrés, mais 
qui donne des résultats de plus en plus compliqués. 
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§ XVII. De quelques questions qui se rapportent, plus ou mous 
directement, a lanalyse indéterminée. 


(468) ies arm les nombreux problémes d’analyse indétermineée dont 
la solution est due a Euler, nous choisissons les deux suivants qui 
se trouvent dans sa correspondance avec Lagrange (1). 


ProsLémeE J. Trouver cing nombres x,y, 2, u, v, tels que le pro- 
duit de deux quelconques de ces nombres, augmenté de l’unite, 
fasse un carré. 

Pour trouver d’abord les trois premiers x, y, z, tels que les trois 
quantités xy +1, yz-+1, 2x-+ [,soient des carrés, prenez a volonte 
le carré l*, décomposez /*—1 en deux facteurs m,n, en sorte 
or quon ait /*>— 1= mn, les trois nombres cherchés seront m, 7, 
m-+n-+ 21, quion pourra prendre respectivement pour z, y, z; 
en effet, on aura par ces valeurs 


ey + 10" 
ys-1Sn(m+nt+ al)+1=(n+ ly 
2@--+i1=m(m+n+2l)+1=(m4+ly. 


Si on cherehe ensuite un quatrieme nombre wz, tel qu’en le combi- 
uant avec les trois premiers 2, y, Z, on ait trois nouvelles quantités 
UXK+1L,Uy+ 1,uz+1, égales a des carrés, cette condition sera 
remplie en faisant 


Te——vi ga ae m) (¢ + 7). 


Fn effet, au moyen de ces valeurs on aura 


(1) Voir les manuserits de Lagrange déposés a la bibliothéque de linstitut. 
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ux+1=Alm(l+m)(l+n)+(U—mny=(0+ alm+ mn) 
uy +i=Aln(l+m)(l+n)+ (0 —mny=(l + aln+ mny 
uz+1=4l(l+m)(l+n)(ol+m+n)+(l—mny 

= (30+ al(m+n)+ mny. 


Enfin si l'on demande un cinquiéme nombre v qui étant combiné 
avec les quatre autres rende égale a un carré chacune des quantités 
VE2+1,V¥Y+1,VZ+1, vu+1, nous désignerons d’abord par 
j— pi +qe—rt+ so, l’équation du quatrieme degre dont les 
racines sont 2, y,z, uw; ensuite le nombre cherché v sera déter- 
mine rationnellement par la formule 
pan ed P Gren) 
(c=); 
(469) Pour verifier cette solution indiquée par Euler, il faut faire 
voir que la quantité €v-+-1 sera un carré, sans particulariser la 
valeur de &, et par conséquent que la quantité 


Aré+ap(s+ 1b + (s—1y 


sera aussi un carré. Mais l’équation en donne 4ré==4%'— 4p? + 
4q® + 4s, done tout se réduit a prouver que la quantité 


hti— 4p +4qe + ap(s+ 1)6+ (s+ 1) 
est un carré pour toute valeur de &. 
Or on voit qu’en effet cette quantité sera lecarréde 22— p&—s—1, 
si toutefois la condition 


G+s+ti=7p 


est satisfaite. La question étant réduite a ce point on formera les 
équations 
p=m “Ji - 2 = 
q=mn+(m+n)(e+uU)+2u 
P—4q=(m+n—2z—u)—4mn—fzu 
= (21+ uy—4(l?—1)—42u 
A(s + 1)=4Amnuz+ 4=4zu(l—-1)+ 4; 
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donc 


p—hq—A(s + 1)=u(u + Gl— Gl 2) 


Dun autre cété, il est aisé de voir qu’on a u=4l?z— 41, et quainsi 
le second membre de la derniére équation étant zéro , la condition 
dont il s’'agit est satisfaite. 

Il ne reste plus qu’a substituer les quatre valeurs de & dans la 


formule générale 


ve+ pO’, 


Cpa) § 


et on aura les quatre résultats suivants : 


ah tN 
s—I 


vet i= ( 


a =P ek —— 7 
bh ae ar a 


S2g-— pos —— LN 
VSZ4+-1=—( —- —— 
S—I 
2u* —pu—s—t1>\32 
vut ia (ASP y: 


_ Soit par exemple m==1,2=3, /=2, on aura c= 1 Gp eit. 


8 d 
== 120, ee et les cing nombres x,y,z, u,v, seront tels 


que le produit de deux quelconques de ces nombres, augmente de 
Punite , sera égal a un carré. 


A|B|C|D (470) Prosiéme IJ. Dans un carré divisé en 16 cases, 


E[P{G|H guivant la figure ci-jointe, inscrire 16 nombres A, B, 
ALE yeh .Q, qui satisfassent aux conditions suivantes , 
N | O | P | Q o la | r s . , 

1° Que la somme des carrés des nombres soit égale 
dans chacune des quatre lignes horizoutales, égale aussi dans cha- 
cune des quatre lignes verticales, et dans les deux diagonales , ce 


qui fait 10 conditions ; 


AEK+BF+ CG+DH soit nullea l'égard des deux premieres lignes 
horizontales, comme a l’égard de deux lignes horizontales quelcon- 
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ques , et qu'il en soit de méme a l’égard de deux lignes verticales, 
ce qui fait 12 conditions. 

On aurait done en tout 22 conditions a remplir et 16 inconnues 
seulement. Cependant Euler remarque qu'il y a une infinité de ma- 
niéres de satisfaire a ce probléme, qu’il en posseéde la solution gé- 
nérale, et il en a donné pour exemple le carré suivant, 


68, — 29, 41, —37 
Tey Rat A705) % Poe 
59, 28,—23, 61 


Jat tp Paneer 8, Ag 


L’analyse de ce probleme n’a point été publiée et il est fort 4 désirer 
quelle le soit, si on peut la trouver parmi les manuscrits de l’au- 
teur, non encore imprimés; car on voit qu'il serait fort difficile de 
la restituer. 


(471) On a vu dans I'Introduction, art. X, que si un nombre 
donné N est de la forme 2"a6y, ete., a, 6,7, étant des nombres pre- 
miers inégaux, la somme des diviseurs du nombre N est donnée 
par la formule 


(o*t'—1)(1+a)(1+5)(t+y).... 


Si au lieu du facteur simple « on avait le facteur double «’, ce fac- 
teur, au lieu d’étre représenté dans la formule par 1 + a, le serait 


a7—I 


par l-+a+a’ ou , de méme un facteur triple a’ le serait par 


ed 
a4 


: ainsi de suite: ce quis applique également 
Sg ars e, ce quis appuque es 


I+tata+es ou 


aux autres facteurs qui pourraient n’étre pas simples. Voici quel- 
ques usages de cette formule. 

Ie Ayant choisi n de maniére que 2"— 1 soit un nombre premier, 
si on fait N= 2"~' (2"—-1), la somme des diviseurs du nombre N 
sera, en vertu de la formule précedente (2"— 1) 2"; donc cette somme 
sera double du nombre N, ou, ce qui revient au méme, le nombre 
N sera égal & la somme de ses parties aliquotes. Les plus simples 

{I. 10 
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de ces nombres auxquels on a donné Je nom de nombres parfaits , 
sont 2°(2? — 1)==28, 2!(2'— 1)==496, 2°(2’— 1) == 8198, 2° (3"——1 
= 9° (8191) 2=33/000 G06, etc; 

II. Si on veut avoir un nombre N tel que la somme de ses divi- 
seurs, N compris, soit triple de N, supposons N—2"<6y, etc., 
a,6,7,etc., étant des nombres premiers inégaux, il faudra satis- 
faire a l’équation 


(a*+*— 1) (1 +a) (1 +6) (1+ y)... = 3.2" 067... 
ou 
I-a 1-+6 1+ eee 
a (& oe YO en gr +ii_y 
Soit 2=2, le second membre devient = ainsi faisant .==7, on 


1+6 1- PR MeS ae , ; : 
Be onelhldpoeed = ==-, équation impossible parce que les 
2 


6 Y = ie 
dénominateurs €,y... sont impairs. 
a Eo 8 - 
Soit 7= 3, on aura Py ES a =A; il en résulte «—=5, 
et aS Ae ——4, done 6=3, et l'un des nombres chercheés est 


DB t3. 0 = 100, 
La supposition n = 4 conduit a une impossibilité. Soit done n= 5, 


be rtG 06 32 4 
n aura — 3... = 3 soit a= 3, 6==7, on aura. 
: ae Gia | a eae 
I+ 32 : j , 
See era aS, doncil n’y a pas d'autres nombres premiers que 
r : 


3 et 7 a employer, et on aura le second des nombres cherches 
9). 7092; 


Les cas de n=6 et n=7 ne donnant aucun résultat, soit n=8, 


P- or 6 68 ‘ . 
CHAR ULE ee =r) soit 2=7,6==73, on aura..... 
I-ty 1+08 68 8 } 
te. = {— a = 3, 1S0it y==37,3= 19, on aura, eo 
dou résulte enfin «= 5, et a nombre cherché N= 2°.5.7.19.37.73. 
On vérifie ale ite ce résultat par la formule serials d’ou 
résulte la somme des diviseurs =(29—1)6.8.20.38.74 = 


2°°3.5:7.19.37.93=-3N, 
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III. Pour avoir un nombre N tel que la somme de ses diviseurs 
soit quadruple de N, N compris, il faut résoudre Péquation 


r+a1+6 ne ea 
a € DY Wet Torrey 


: ; Soe 6a6 
Soit 2—=3, le second membre sera 75 E gy) On aura done dabord 


Bor. — 4 16 : : 
x—=5; mais a cause du facteur 5700 voit quen faisant €=3, le 


facteur 6 remplacera 6; il faudra donc au lieu de Be prendre 


1-+6+46? 13 FOP 13046 


oh seek et faire — ae Soit ensuite y= 13, on fera 


3p ce qui donnera finalement S=7, et le nombre cherche 
N= 9°.3°-5.7.13==32760. 

En faisant n—=5, on trouverait semblablement N=2’.3?.5.7 
== 30240, nombre plus simple que le précédent. 

IV. Sil’on veut trouver un nombre N tel que la somme de ses di- 
viseurs , N compris, soit quintuple de N , appelant 2" la plus grande 
puissance de 2 qui divise N, il faudra, suivant Ia formule générale, 


= n 


were i“ iy a 
que —--——- soit égal au produit de plusieurs facteurs de la forme 
gery 


2 pour chaque facteur simple « qui divise N, de la forme. . 


I1+a4 
er = nour chaque facteur a 5 ainsl de suite. 


Sate 640 __ Et le to 64 Gate 1-+3-+4-3?-433 64 
Olt p== 7, On aura oye 255. 3.19 fe ee te i, a7? 33 oH “Go? 


es ee, Le facteur = 4 indique que le nombre cherché est 


fo 5 Se a) 

divisible par 3‘, ainsi il faut recommencer lopération et faire. . 
ee | et ae ae wy oferta! 5 ip al eens hee Seal ree bet 
27 34 34 Tr? 112 133 
= a Ces facteurs étant tous de la forme ~ ae Popération 
I 


est terminée, et le nombre cherché N = 2’7.3‘.117.5.7.17.19.On 
trouverait également N= 2’.3°.7*.5,13.17.19, nombre.un peu 


plus simple que le précédent. 
10, 
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(472) Proposons-nous maintenant de trouver deux nombres A 
et B tels que chacun d’eux soit égal a la somme des diviseurs de 
lautre, celui-ci non compris. Nous supposerons pour faciliter la 
solution , que ces deux nombres sont ainsi représentés A = 2” 7, 
B=a"«6,a,6, 7 étant des nombres premiers. Et puisque la con- 
dition du probleme exige que la somme des diviseurs de A et celle 
des diviseurs de B soient égales, l’une et l’autre, 4 A+B, nous 
aurons la double équation 


(2"t'— 1) (1+ y)=(0"*+'—1)(1 +a)(1+ 6-)=2"(a6 + y). 


De la on tire premiérement 1+ y==(1+ «)(1+ 6), ouy=a+6+ a6; 
ensuite a6 —-(2"—1) («+ 6) =2”"*'— 1. Celle-ci peut se mettre sous 
la forme 


(a— 2” aris 1) (6— 2” a Desa aes 
Ainsi toute maniere de partager 27" en facteurs inégaux semble de- 


voir donner une solution. 
La premiere qui se présente consiste a faire 


en aa I=9"-" | ; q | ire Pe aa ee | 
ce qui donne 
6—a"+ 1a" | d | 6=3.2"—1 
CUAL en sPeSUulte. wel tee ee ee Bee a y=9.2°""'—1. 


Mais pour que la solution soit admissible il faut que les trois nom- 
bres a, 6, y, ainsi déterminés , soient des nombres premiers. Sion 
donne maintenant a m les valeurs successives 2 , 3, 4, etc. , on aura 
les résultats compris dans le tableau suivant : 
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71 
287 


1151 

4607 

18431 
73727 | 9437056 | 9363584 


294911 
1179647 
4718591 


On voit que les nombres 2, 4,7 pris pour m sont tels que les va- 
Jeurs qui en résultent pour «, €, y, sont des nombres premiers, ce 
gui donne les trois solutions comprises dans la colonne des A et 
dans celle des B. Mais ce méme tableau continué jusqu’a m=15 
ne donne aucune autre solution. 

Pour avoir une autre formule de solution, revenons a equation 


(a —2"-+ 1)(6—2"+ 1) = 27". 
Elle peut en général se partager en deux autres comme il suit : 


a2" 4+ 1==2"—p 

6—2"-4+- y= ate, 
d’ou résulte 

go (Oh4 1) 2*— hI 

6==(2+ + 1)2"—1 

y= (24 + 1) ath ey, 
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Le nombre y. qui reste arbitraire dans ces formules doit étre impair, 
car s'il était pair, la valeur de y serait en général de la forme p* — 1, 
et ne serait par conséquent pas un nombre premier. 

On a déja fait »==1; on ne peut faire »=3, parce qualors 
2” + 1 étant g, il y aurait toujours une des valeurs de « et 6 com- 
prise dans la forme p*—1 qui n’appartient qu’a un nombre com- 
pose. 

Soit donc ».=5, et on aura les formules 


Sif fos op ti rmeal em a 
6é=33.9"—1 
elo) all ices ed 


Si on fait m=8, on aura «= 263, €=8447, y== 2230271; mais 

il n’en résulte pas de solution, parce que y est divisible par 463. 

Quelques autres essais sur la valeur dem n'ont pas eu plus de succes. 
Enfin si l'on fait »==7, on aura les nouvelles formules 


a—=129.2"— 7—~I 
b= 199.2" —— I 
y= (129) 29™—7— 4, 


Soit m==8, on aura «= 257,6= 33023, y= 8520191, de la résul- 
tera une solution si y est un nombre premier, car les deux autres 
le sont; cette solution serait A= 2° y, B=2° «6. 

Les problémes dont nous venons de nous oceuper sont du nombre 
de ceux sur lesquels les géométres s’exercaient du temps de Fermat, 
cest-a-dire vers le milieu du 17¢ siécle. On en fait mention ici parce 
que la méthode de les résoudre nest pas généralement connue. 
Voyez a ce sujet le tom. III des Lettres de Descartes , et l’écrit inti- 
tulé Jnfluence de Fermat sur son siécle, par Geuty, 
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§ XVIN. D’un autre probleme remarquable par Uespéce d’analyse 


employée pour sa volution. 


(473) Les amateurs du jeu des échecs savent qu’a partir d’une 
case donnée il est possible de faire parcourir au cavalier les 64 
cases de l’échiquier, sans passer deux fois par la méme case. Quel- 
ques géométres se sont occupés de ce probleme et ont voulu le 
soumettre a l’analyse, mais Euler est le seul qui ait réussi a en trouver 
méthodiquement un grand nombre de solutions (1). Le procédé de 
cet illustre auteur est aussi stir qu’ingénieux ; il consiste a essayer 
d’abord une solution par la marche effective du cavalier. On réussit 
aisement a prolonger cette marche, de maniére qu'il ne reste plus 
qu'un petit nombre de cases a parcourir. Les cases parcourues se 
marquent successivement sur le papier (ot l’on figure un échiquier 
de petites dimensions) par les chiffres 1, 2, 3, jusqu’a 58, si cesta 
la case 58 quon se trouve arreté; les cases restantes se remplissent 
par des lettres a,b,c.... 

J] s’'agit ensuite de faire entrer successivement les cases restantes 
parmi celles qui forment un circuit et qui sont marquées par des 
chiffres. C’est ce qu’on peut faire au moyen de plusieurs régles gé- 
nérales données par Euler et que nous allons faire connaitre dans 
un exemple ou elles recevront , a peu prés toutes, leur application. 


(474) Nous supposerons qu’a partir de la case 1, on a fait par- 
courir au cavalier les cases 2,3, 4, etc. , jusqu’a la case 60, ot la 
marche est arrétée , en sorte qu'il reste quatre cases vacantes , mar- 


(1) Mémoires de l’Académie des Sciences de Berlin, année 1759. 
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quées a, 6, c, d, comme on le voit dans le tableau suivant : 


SiS OG ten AQ) ne Os reek) gw LO heme 
66. 8G)4.00° For oi 2 eee 
bor Oy DO ak aD ee Cigh «a 10h es hone tae 
Ch). SB OF. than ak MeO ah Cnr gredy 
Doe Oo OT, Carry. Le pape ke 
Sore. Os, Ody disuse DO Lea a a ha Aree 
WA Ogee tO) ey ao eny OP Bie ate ei 
Gk Licli Os Sep Be Se kOe JO ark Wain “Cg Sol Mee 


J’observe que le eavalier peut passer de la case 1 aux trois cases 
32,52,2, de la case 60 aux trois cases 29, 5g, 51, et de la case a 
aux huit cases 3, 31,59, 41, 25,7, 6, 5, ce que je représente ainsi : 


le hai nae ae aang A 
Gon!sq° gnomes 
GT SNIU OO At ar, yo 


Or toutes les fois qu’un des nombres A qui répondent a la case 1, 
est tel que A—1 se trouve parmi les nombres B qui répondent a 
la dermiére case 60 (comme w arrive dans ce cas ow l’on peut prendre 
A=52 et B=51), le circuit 1, 2, 3...60 qui ne rentre pas sur lui- 
méme, parce qu’on ne peut pas passer de la case 60 8 la case 1, de- 
viendra rentrant, sion le compose des deux parties 


Il convient, pour exprimer ce changement, de faire un nouveau 
tableau qui se déduira du précédent en laissant a leur place tous 
les nombres de la partie 1.2.3...51, mais en remplacant la suite 
60.59...52, par la suite inverse 52.53... 60, c’est-a-dire en retran- 
chant de 112 chacun des nombres de 52 & 60. Voici le nouveau 
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tableau qui résulte de cette opération : 


57.54.29.40.27.44.19.22 
52.39.56.43.30.21.26.45 
55.58.53.928.41.18.23.20 
38: 515400. 8 595546019 
RIL) Gc satan ean og Jaq 
SU OOr a eoOe Sea a bY 
neon fh ogee be aT Nace HR meg 
A457 9.95,.0.71. d 213 


Le tableau (I) offrait un circuit de 6o cases , lequel n’était pas ren- 
trant ; ce second tableau offre un circuit rentrant, puisqu’on peut 
passer de la case 60 a la case 1 et réciproquement. Or un pareil 
circuit a l’avantage qu’on peut y faire entrer celle qu’on voudra des 
quatre cases vacantes a, b, c, d, et nous choisirons la case a, parce 
que de a on peut passer successivement aux cases b et d, de sorte 
qu’on fera entrer dans le circuit les trois cases a, 6, d, a la fois. 


(475) Comme il y a huit cases de chacune desquelles le cavalier 
peut passer a la case a, savoir, 51, 53,41,25,7,6,5,3,on aura 
7 manieres (4 ne devant pas étre comptee) de faire |’opération ; les- 
quelles réussiraient toutes également. 

Choisissant la case 51 , on pourra établir le nouveau circuit com- 
posé de 63 cases , comme il suit : 


DE ee OO ATs. oO a. Od. 


Il faudra donc former ‘un troisiéme tableau qui se déduira du ta- 
bleau II, en mettant 1, 2,3...g9 au lieu de la suite 52, 53...60, 
c’est-a-dire en retranchant 51 de chacun de ces nombres, puis en 
ajoutant g a chacun des nombres de la suite 1,2, 3...51, et enfin 
mettant 61, 62, 63 a Ja place de a, b, d. En voici le résultat: 
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GO on JOs4Gss0e dd. 4O.o! 
Tes AS goa tO DG a0. JOO 
TAG Be ITO ea ree) 
Ag 5007 > te40.17-0G 0 Ina 
(HL) 8.247 246.61. 56.95 .19993 
56.12, Ow fool Orsay 
10:43. 1460762925 06 4 IG 
lo.5021 leah. 1220.00 502 


J] ne reste plus qu’a faire entrer Ia 64° case c dans le circuit ; pour 
cela, nous remarquerons que de la case 25 on passe a c, comme de 
24 463, de sorte qu’on peut former le circuit complet 


Sao ea een POO POE a RO es 


Pour Je représenter dans un quatriéme tableau , il faudra, dans le 
tableau III, ne rien changer aux nombres 1, 2,3...24, mettre 25 
ala place de 63, 26.4 la place de 62, etc., c’est-a-dire retrancher 
de 88 tous les nombres de 25 263, et enfin mettre 64 a la place de e. 
Voici le résultat de cette operation : 


Oe 2600400. 02200100659 
1.40.5 .36.46- 58.00.04 
Loy: aot vae sO O06 a0 
Ar -28.397.48.17.54. 33.62 
(IV ) clear WARY wang ete Bao PE ho Fas 
1072. -AO2qas 10 cals a4 
10, 45.414.0%.90.23,64.79 
13.30.11.44:15.20.25.922 


Dans ce nouveau tableau toutes les cases étant remplies le probléme 
est résolu, c’est-a-dire que le cavalier partant de la case 1, et suivant 
les cases marquées 2, 3, etc., parcourra toutes les cases de Péchi- 
quier, sans passer deux fois sur la méme. Mais la marche que nous 
venons de tracer n’est pas rentrante, puisqu’on ne peut pas passer 
de Ja case 64 a la case 1; ainsi nous n’avons pas encore satisfait A 
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la question générale qui suppose que le cavalier parte d'une case 
donnée quelconque. 


(476) Pour y satisfaire il faut trouver moyen de changer le cir- 
cuit non rentrant qu’offre le tableau TV en un circuit rentrant. 

Dans l'état actuel du tableau IV, les cases extrémes 1 et 64 sont 
trop eloignées pour qu'on puisse par une seule opération obtenir 
un circuit rentrant; on peut seulement rapprocher les cases extrémes 
en substituant au circuit du tableau le circuit suivant : 


GA Gl S88) Tas oO: 0274 


Pour représenter celui-ci il faudra dans le [V¢ tableau ne rien changer 
aux nombres de 64 a 28, mais seulement prendre le complément a 
28 de tous les nombres de £ a 27, ce qui produira le tableau sui- 
vant: 7 
92.25.50.39:52.35.60.59 
27.40.23.36.49.58.53.34 
af.ar.26.51.38.61.56.59 
LAW Bie i led (tty a We ayaa Be REP 
GY) a0. 4902.1 202 <03,104.90 
a9~10719,46.43.412.07 ..4 
18-45, 145313.2). 5.0429 
Pay ate ek SALT eet siats eee 


Maintenant les cases voisines des extrémes 1 et 64 sont, comme 
il suit : 
Py96530; 04,1259), th, 16, 28 
64 | 13, 43,63, 55. 
Et parce que le nombre 14 de la premiere ligne surpasse d’une 


unité le nombre 13 de Ja seconde, on pourra former un circuit 
rentrant avec les deux suites 


CPLR See Tier Ouran hoe 


et le nouveau tableau qui-contient ce circuit se déduira du préce- 
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dent, en prenant au lieu de chacun des nombres 1,2. . . 13 son com- 
plément a 14. Voici le sixiéme tableau. 


49.29. J06dG 09 00 Ons? 
297.40.23.36.49.58.53.34 

af 2ts20. Di, 30° OT 00.09 
Ar.28.37.48. 3 .54.33.6a 

(Vy 220.472 fans 39.63. fae os 
a9= LO. 1940.40.90 #7 > 10 

15,43 .t4sol 12. 0 04. 5 

LD 7SOeT Pee ky, Oe Pie 


Nous avons dit qu'une marche rentrante telle que nous venons de 
Yobtenir dans ce dernier tableau, permet de faire parcourir au 
cavalier toutes les cases de l’échiquier, a partir d’une case donnée 
quelconque, et cela de deux maniéres différentes. 

En effet, si on veut partir de la case 38, par exemple, on pourra 
choisir entre les deux marches suivantes, inverses l’une de l'autre 


30..UGs5200 <04.1 -daacoy 
DO argc IO Oe a0: 


Ainsi le probleme est résolu dans toute sa généralité par le tableau(VI). 
Mais nous allons faire voir qu'une seule solution connue en fait con- 
naitre immédiatement un grand nombre d'autres. Donnons avant 
tout un second exemple de la maniére de rendre rentrant un circuit 
qui ne lest pas. 


(477) Nous nous proposerons a cet effet le tableau suivant : 


54.41.12.25.60.57.14.23 
11.26.55.40.13.24.49.58 
4a.53.10.61.56.59.22.15 
9 -62.997'.52.39.48.31.50 
aS.43. 8 247.00.0rioral 
63.46.29.38. 5 .20.35.3a 
44. 7. 2.19.34.37. 4.19 
£.640455-009 stBieod sae 
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A raison des cases voisines des deux extrémes 1 et 64, savoir : 
112,46 
64 | 19,29, 63, 


on pourrait changer la marche du tableau en trois autres, savoir : 


O4sQ3Vse401) kao. 8245 
Trades 21014 O4,00., 710 
Piao er 2G. | Oc Goen. 00. 


Mais ces trois combinaisons présentent peu d’avantage, parce que 
les cases t et 64 ne permettent le passage qu’a deux et trois autres 
eases. Apres quelques tentatives on trouve que le circuit suivant, 
composé de trois parties 


DOs 5.40; |\oters 6.90 11/404,603. ers 


est préférable, parce que les cases extrémes 30 et 47 venant au 
milieu du tableau, il y a plus de chances d’arriver par elles 4 un 
circuit rentrant. 

Pour représenter cette nouvelle marche, il faut, dans le tableau 
proposé, Oter 29 des nombres de 3o a 46, ajouter 17 aux nombres 
dela seconde suite, 1.2...2g, et retrancher de 111 tous les termes 
de la troisieme suite 64.63...47. On obtiendra ainsi le tableau 
suivant : 


59.12 -aGs 4201-04. 03 440 
28.43.56.11.30.41.62.53 
19258737 50,65 76a559702 
26.49.44.59.10.63. 2 .61 
45.14.25.64. 1 .60.33.38 
Nae Ay eee ep © We bya sei 
PIgAseIG.O0 Do. hea. on 
is Peg ipe Lopes Yo Jeb voi a ray 


Dans cette marche les cases extrémes 1 , 64, permettent de passer 
de chacune a huit autres cases, comme on le voit ici : 
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PO. 8,00) 40 Ate OO no re 
G4: C3357, dy, be AQ a7, Oo ean: 


Maintenant si @ étant un nombre de la premiere serie, on trouve 
a—1 parmi les-termes 6 de la seconde série, on pourra former 
une marche rentrante de ces deux parties 


LD. 61 | 64.63. Sid) 


Or c’est ce qui arrive en faisant a6 et a=5o, puisque 5 el 
Ag se trouvent parmi Jes nombres b. On obtient donc les deux mar- 
ches rentrantes que voici : 


Peony Chaos see 
fdr AG ih 64.5 2050. 


Il en résulte les deux tableaux suivants : 


13.58.41 .28.19.16.39.30 
42.29.14.59.40.29. 8 .17 
57 012 145.90. 1o cI 023830 
4G 31n 20.57 6009 32749 
9506245 O50 .2t0509%39 
22.53.24.61.48.33.64. 3 
5D. 407015 94..0 5.02 14O.00 
02520) 04+47-00,00. 4.00 
M 


57.12.29.42.63.60.31.40 
28.43.58.11.30.41.52.61 
13.56.27.64.59:62239 102 
96.49 544 -55110051.2..53 
h5.14.25.50. 1 .54.33.38 
48.19.46. 9 .22.39.6..5 
15,24. 19.00.50 8 28.08 
165497<16.99.30, Jo. 
N 


‘Nous connaissons déja trois marches rentrantes, qui donnent cha- 
cune deux maniéres de résoudre le probléme a partir d'une case 
donnée. Nous allons faire voir de plus que chaque tableau comme 
M en fournit trois autres qui résolvent également la question. 


(478) Mais d’abord nous observerons que pour comparer plus 
aisément entre elles les différentes marches rentrantes qu'on peut 
trouver et dont le nombre est sans doute trés-grand, il est bon de 
convenir qu'on mettra constamment 1 a la premiére case a gauche 
de la derniére ligne. C’est ce qui se fera pour le tableau M en 
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retranchant 51 des nombres supérieurs & 51 et ajoutant 13 a tous 
les autres, operation qui se pratiquera semblablement pour tout 
autre tableau. Voici en conséquence la nouvelle forme que pren- 
dront les tableaux M et N. 


aie) 04 Al. 39.20.02 .135 4o.5g.12.25.46.43.14.23 
59.40.29. 8 .53.42.91.30 1:.296.41.58.13.24.35.44 
6 .25.56.33.28.31.44.51 60.39.10.47.42.45.22.15 
Pye an~ sO sah. th CAO). 22 tea ye 00207204210 600 
Doe ae OrTQr li aa a0 a) a9 :U1. 8105/40, 07 "10.41 
Soe 2.09610; 08.4GO.Fo. 16 31, 04.39.00.0,.20.90.50 
4 .59.64.47.18.115.62.49 GaN 9s. 216020044 £7 
i 530s,5,.60.63,.48.517 019 1 d0° 09 Ogi orl th, 01004 
(M) (N) 


Etant donné le tableau (M), par exemple, on pourrait faire tourner 
ce tableau autour de la diogonale passant par la case 1, de maniére 
que la ligne horizontale 1.36...12 prit la place de la ligne verti- 
cale 1,4...26, et réciproquement. Mais comme la position des 
cases, les unes al’égard des autres, serait toujours la méme, nous 
considérerons ces deux formes comme n’en faisant qu'une seule. 

On peut aussien conservant lenombre 1 a la premiere case, changer 
les nombres des autres cases, en mettant au lieu de chaque nombre 
son complément a 66. De cette maniére le tableau M en fournirait 
un second que voici : 


HOG. 2.9 te oA .o7 el 4nae 
11.26,39.58.13.24.45.36 
60.41.10.33.38.35792.15 
Geasa7enaeo 7 4010144 
S90 701 gto W709. 4-10.28) 
Bis04sa0 2020 .20.00600 
62.7 -2130,48.559.4 .19 
P0053 10. 1 OeAQud 


(m) 


Mais ce second tableau qu’on peut regarder comme I’inverse ou le 
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réciproque du premier, ne donne réellement aucun nouveau moyen 
de résoudre le probleme. Car la case de l’échiquier qui est marquée 
20 dans le tableau (M), est marquée 66-— 20 ou 46 dans le tableau 
(m), et les deux marches qui résolvent le probleme dans le tableau 
(M) ne different des deux marches qui le résolvent dans le ta- 
bleau (m) qu’en ce qu’elles sont notées par des nombres différents. 
Par exemple, la marche indiquée 20.21.29...64.1.2...1g9 dans 
le tableau (M) , occupe successivement les mémes cases de l’échiquier 
que la marche indiquée 46.45.44 2.1.64. ..47 dans le tableau (m). 


(479) Maintenant pour opérer de véritables changements dans 
le tableau (M), il faut supposer que ce tableau, qui a pour base la 
ligne horizontale 1.36.3...12, prendra successivement pour base 
chacun des trois autres cotés de l’échiquier. 

Si on prend pour base le coté 12.49.16...43, il faudra retran- 
cher 11 de tous les nombres, ce qui donnera la nouvelle forme 

DG v7.49 a7. 46200 Aa to 
25,40.995 08520.3.4.20-00 
56.53.96; 47.28.45.16.43 
49.36.63. 8 .13.29.61.30 
929, FhOu os 09.57 4s oat 
a7 04.00.19 *G 20.91.40 
G2,01..25.09. 4 +90, lOcgs 
1.30.00". 94.1 Fs QOu TG. 08 
(M1) 


Jes deux autres cétés 43.52...26, et 26.55. ..1, donneront sem- 
blablement les deux tableaux qui suivent. 


34.39.06 .21.18.95.58sa9 18. 5 .26.61.20.55.24.51 
TiO. a«hOs 0 4a9s 2 7ha0 a7.60.19.54.25.52.37.56 
30. 00y hol cod MOeda rag A 19.6 269, 62/a1.Seea3 
3.8 .45.36.41.16.27.60 7 .a8. 3..48.55.36.59.38 
AG. 390 42.51 40067 .06. 15 16.47. 8 .63.58.49.22.35 
G).99).05-50.09. 14,4720 ag. 2.31414.35. 12.99.49 


52.43.64.11.30.49.62.13 
TasTG. ols opeOon ya raguqe 
M2) 


46.15.64. 9 .44.41.34.11 
1.90.45. 3a: 13%06043- 40 
(M 3) 
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Ainsi toute marche rentrante, comme celle qui est représentée par 
le tableau (M), en fournit trois autres représentées par les tableaux 
(M1), (M2), (M3); et puisque chaque tableau donne deux solutions 
du probléme, les quatre tableaux en donneront huit. Nous avons 
formé d’ailleurs deux autres tableaux (VI) et (N) semblables au ta- 
bleau (M); ainsi nous connaissons déja 24 solutions du probleme 
général, et il serait facile d’en trouver un beaucoup plus grand 
nombre. 

(480) En effet, prenons encore pour exemple le tableau (M), et 
supposons que de la case A on puisse passer aux cases a, b,c, etc., 
et que de la case A+ 1 on puisse passer aux cases a’, b,c’, ete. , 
ce que nous exprimons ainsi : 


1 eee lye Aer an gene 


Si parmi les nombres a’, 0’, c’, etc. , ilse trouve le nombre a + 1, on 
pourra de la marche rentrante donnée par le tableau , déduire une 
autre marche pareillement rentrante, savoir : 


@,a—tit,a—2...A+it| a+i,a+a2...A; 


Il faut seulement excepter le cas de a=A + 1,etceluideA=a+t 
qui ne donnent aucun résultat. 
C’est ainsi qu’on peut déduire du tableau M les onze marches 


rentrantes qui suivent : 


eI Pee LOW G0 ts Off o1".2 20 or. 
By ibe PCO, OL. 04 ol eaian tn LO 
Do 02 dae Op as, OA ST Ded 24 
Br eve 20 tod 0. me Usd BH. 
SEO 7 et. 000 os 204 2d. sicko 


O25) rl O42Os oe 08 || 2D BO F507 
GISOT TS Aeted Pecks AO'\ G5. 0)pe% 25 0 
Aheood, HteOA Oo OH: | 20590, 6000 
Soe Ice TAO ors. 00> | Ohago ne OA 
107 0 coe tiO4 Gor s 00) 211. P2570.99 


AS HAs s. wes aL 2) Ley eA 
(Wie re 
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Le premier circuit se tracera d’aprés le tableau (M), en retranchant 
de 68 tous Jes nombres de 10 4 58, et laissant les autres nombres 
tels quils sont; on formera ainsi le nouveau tableau 


AD, Goats 17 00.09 110720 
13.28.41. 8 .15.46.49.38 
GO /4o.12.99540.09124 017 
11.34.29.44. 9 .48.53.46 
500 TO Oro 4. gue lOsao 
33. 2 .31.58.61.29.55.5a 
4 .59.64.21.50.597.62.19 
104 7+o 600639907 0b O60 


Si l'on forme de méme les 10 autres tableaux qui résultent des 
circuits indiqués, on aura douze tableaux principaux qui sont sus- 
ceptibles chacun de quatre formes, ce qui fera en tout 48 tableaux 
donnant chacun deux solutions du probleme général. 


(481) Pour déduire du circuit représenté par le tableau (M) onze 
autres circuits semblables, nous n’avons eu besoin que de partager 
le premier circuit en deux parties qui s'ajustent convenablement, 
mais on pourrait partager le méme circuit en trois ou en plus grand 
nombre de parties, de maniere a faire toujours un circuit rentrant, ce 
qui donnerait de nouvelles solutions , en nombre presque indéfini. 

Supposons , par exemple, que passant de la case a a la case 4, 
et de la case a+ 1 a la case c, on puisse passer en méme temps 
de la case 6 — 1 a la case e+ 1, ee que nous exprimerons ainsi : 


ajb, a+t+iic, b—1ler+1, 
on aura cette nouvelle marche rentrante composeée de trois parties 
Geb ir@429, 5.64 1G sl) Bape. abil ee Tk ea de 


elle suppose seulement 6 >a + 2 ect c>b. 


Un exemple tiré du tableau (M) donnera cette marche toujours 
rentrante 


54:59. cO4at Tana 0 led 230 ae ote oO eae. 
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Pour former le tableau qui Ja représente, il faudra dans le ta- 
bleau M, 1° laisser & leur place tous les nombres de 54 a 64 et de 
1 & 19; 2°diminuer de 14 tous les nombres de 344 53; 3° augmenter 
de 20 tous les nombres de 20 a 33. Voici le résultat de cette opé- 
ration 


AG 9 \54.29.52.49.98..29 
95.a6549..8 .39.28.41.50 
Gago 0Gesd 45251230037 
O7aOtSOK4AwO «40. 59149 
Sf. D0ul 0. Le. G0. 500! 
a1. 2 .23.10.61.32.13.16 
4i.99.64.33 1811.69.35 
9223 2137.00, 03.34.17. 12 


On trouverait, suivant les mémes principes, beaucoup d'autres 
marches rentrantes ; d’ou l’on voit combien !e nombre des solutions 
peut etre multiplié, dés qu'une fois on connait une marche rentrante. 


(482) On peut imposer des conditions particuliéres qui diminue- 
ront le nombre des solutions, mais il sera encore trés-considérable. 
Supposons, par exemple, que l’on veuille renfermer les nombres 
1.2.3...32, dans les quatre lignes inférieures du tableau, et les 
32 autres dans les quatre lignes supérieures, on satisfera a la pre- 
miéere condition de la maniere suivante : 


TRIPLE AG] Hor al ae Ole MO Hs 
Peo hnae- a7. De ie ta. 2 
S95 10 10029.147 15.10 
90. 0% 34s. 29,8 as bo 


Et si on ajoute 32 a tous ces nombres, on aura quatre autres lignes 
contenant tous les nombres de 33 a 64. Mais cette seconde partie 
ne pourra pas sajuster avec la premiere de maniére & former un 
seul tableau de 1 a 64. 
Pour remplir cette seconde condition Euler donne la premiere 
partie ainsi distribuee : 
NL. 
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53,9 0327 tt eto To 
Sis 27a MO wg Ora ie 
8.21.4 .29.10.25.14.19 
JASOMG AO, J SAO LE sao 


I] prescrit ensuite d’ajouter 32 & tous ces nombres et d’ecrire le 
résultat dans un sens inverse en prenant les nombres de gauche 
a droite, et faisant de la derniére ligne la premiére. Cette seconde 
partie ajustée a la premiére donne le tableau complet. 


58 «43.66.37, 5a041 203090 
49.46.57.42.61 36.53.40 
4h. 59-49. 31.5 382599704263 
47.50.45.56.33.64.39.54 
eae wiles etsy WO tare fs en 6 2b Mh ip +48 
dt aoe Out Otto ane be 
ONS pig 10h 20.1 Gel 
Jt00NG).20510..98- 11.46 


ou l'on voit que les nombres opposes, dans les deux moitiés sépa- 
rées par la ligne a6, different constamment entre eux de 32. Ainsi 
ona 58— 26= 32, 57 —25==32, etc. La méme propriété subsiste 
dans les quatre formes dont ce tableau est susceptible. 

Comme on peut passer de la case 1 a 16 et dela case 64 4 15, on 
peut changer la marche précédente en celle-ci 1 .2...15 | 64.63...16, 
d’ou résulte ce nouveau tableau : 


58.43.60.37.52.41.62. 35 
49.46.59. 42.61 .36.53.4o 
44. 59.48.51 .38.55.34.63 
47.50.45.64.33.64.39.54 
9950. G83 Lovee an Toe ote 
31.14.23.10.19.16.97. 4 
Oats 1s SO. Gao, Se 1 
13.30. 9 .20.11.98. 5.96 


Mais ce tableau, ot ’on n’a changé que la moitié inférieure, n’a plus 
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Ja propriété du précédent, relative d la différence des nombres sem- 
blablement placés. Pour Ja lui conférer, il faudrait former la partie 
superieure du tableau en ajoutant 32 aux nombres de la partie in- 
ferieure et plagant ces nombres dans un ordre inverse. 


(483) Si Pon voulait savoir combien le probleme proposé peut 
avoir de solutions, voici un moyen qu’on pourrait employer dans 
cette recherche, qui est d'une nature trés-difficile. Nous avons trouve 
au moins 50 marches qui donnent chacune deux solutions , et ces 
5o marches peuvent étre assujeties a la notation de l’art. 478 qui 
les distinguera de toutes les autres. Supposons que par des procédés 
semblables on forme un nombre de marches beaucoup plus grand 
que 5o et assujéties a la méme notation. Soit ce nombre =n, et 
soit N le nombre de toutes les marches possibles qui, étant diffe- 
rentes les unes des autres satisfont toutes au probléme. J] arrivera 
nécessairement, lorsque x sera suffisamment grand , que parmi les 
n marches trouvées, il y en aura quelques-unes qui seront égales, 
de sorte que le nombre 7 se réduira a n—a marches différentes. 


, oe. ¥ , ° a—a N= I\” 
Cela posé on trouve aisément l’équation we (“-) ; 


(pe , 
— , valeur d’autant plus approchée que x sera 


a 


d’ou résulte N= 


iS) 


plus grand. 


RR ee ee ee eee te te ee te ee eee t ERE E RESTS TESTED EE REAR RED ERATED CUEETEEEES SLES 
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Usage de Vanalyse indéterminée dans la résolution de Véquation 


x"— 1=0, n étant un nombre premier. 


(484) S; l’on écarte du premier membre le facteur z— 1, et qu'on 
fasse 


on sait par le théoreme de Cotes que le polynome X a pour facteur 
ae : 2k P 
général x’ — 2xcos.—— + 1, k étant un nombre quelconque non- 


divisible par n, de sorte qu’en donnant a & les valeurs successives 
res, ibe ..4(m%—1), on aura tous les facteurs dont ce polynome 
est composé. | 

Les connaissances des Analystes sur la résolution de l’équation 
x"—1=0, étaient presque réduites a ce seul théoreme, lorsque 
M. Gauss publia son excellent ouvrage intitule Disquisitiones Arith- 
metice , ou l’on trouve une théorie nouvelle et trés-complete de la 
résolution de la méme équation, ou, ce qui revient au meme, de la 
division de la circonférence en n parties égales. 

Comme cette théorie est une des applications les plus intéres- 
santes de l’analyse indéterminée, et qu'elle conduit a des résultats 
trés-curieux, nous avons cru faire plaisir a nos lecteurs, en |’expo- 
sant ici avec de nouveaux développements. 

(485) Si on appelle r lune quelconque des racines imaginaires 
de l'équation x2” —1==0, cest-a-dire, si l’on fait r =k 
—1 sin. cs , A étant un nombre quelconque non-multiple de 7, 


toutes les racines de cette équation seront r,7?,r?.....r%; des- 
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quelles séparant la racine r'=1, il restera pour les racines de 
léquation X= o0, ces n—1 valeurs : 


A) / a . , . 

En général donc 7” sera une racine queleongue de l’équation 
X==0; pourvu que « he soit ni zéro ni multiple de 7. 

Avec cette restriction il n’y a que n— 1 valeurs différentes com- 


. ’ . a . . sears 
prises dans l’expression xr"; car si on avait z—=nk + 1, il est 


. . a r . n A G 
clair quon aurait r° =r", puisque r"= 1; et par la méme raison, on 


é 4 n—=o kn—-@ 
aurait aussi r —-7) =i 3 


> ' ° , pve ee, 
D’ailleurs on prouve aisément que les 7—1 valeurs précédentes 


sont différentes entre elles; car si on avait r*= 7, « et 6 étant plus 


petits que 7, il en résulterait r°=1, « étant - (2 —6) et par con- 
séquent plus petit que z. Mais comme z est un nombre premier, les 
deux équations r“=1, r*==1, ne sauraient avoir lieu ensemble, a 
moins qu'on n'eut r=, ce qui est contre la supposition. 


(486) Cela posé, le polynome X peut étre mis sous la forme 
X =(«#—r)(a@—r’)(@—?r’).....(@--r"™). 


Et comme on peut mettre r’, ou en général r® au lieu de r, on aura 
aussi 
X == («—r’) (a—r‘)(xa—r*)..... (w—r?"~?), 


et en général, 
Kee (e— (er ier er er 9, 
Donc puisque le second terme du polynome X a pour coefficient 
+1, on aura 
O=1+r4+r4er4+.....49r, 
et en général, 


Gat ep ere pe RE Na cera om Ei 
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équations qui ont lieu sans désigner celle des racines de l’équation 
X==o qu’on prend pour r. 


(487) « Takoréme. Soit 9(r,s,¢, uw, etc.) une fonction rationnelle 
« et entiére (1) des racinesr,s,¢, etc. de ’équation X =o, ou seu- 
-« lement de quelques-unes d’entre elles; si dans cette fonction on 
« substitue successivement, au lieu des racines 7, s5,¢, etc., leurs 
« carrés, leurs cubes, et ainsi jusqu’aux puissances de l’ordre vn, 
« lesquelles se réduisent toutes al’unité: je dis que la somme des 7 
« fonctions ainsi formées , 


COU, S50, Clee) OS 9, CLC) hams oes iol Fadl ella, 
« sera égale a un multiple de 7. » 

En effet , chaque terme en particulier de Ja fonction 9 etant de 
la forme Ar®s°t?.. .,et lesracines 5, t, w, etc. étant des puissances 
déterminées de l'une d’elles r, il est clair que ce terme se réduira tou- 


2) < > € ~ 
jours a Ja forme Ar’, ou l’on peut supposer ¢ <7. Done la fonction 
entiere o(r,5,¢,u, etc.) se réduira a la forme 


A'+ A'r+A"r’..... -+- AM r*—, 
Si l'on met ensuite 7? a la place der, ce qui change en méme temps 
gen s*,¢en?’, etc., la fonction 9(r’, s’, @, u’, etc.) sera représentée 


par ? 
AM AP PAT i ANP, 


ax 
*,e°, ete.) le sera par 


et en général la fonction g(r“, s 
Ae AT OPEN re ee SY AOptae 


Donc la somme de toutes ces fonctions jusqu’a 9(r", 5", f*, ete.) in- 
clusivement, sera 


(1) On appelle fonction rationnelle et entiere des quantités r,s, ¢, u, etc. toute 


ee. ; : 6 
fonction composée de tant de termes qu'on voudra , de la forme Ar’s ¢’, etc., 
A étant un entier, 
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nA'+A° (r+r+r..... ry 
+ AM (ri rir’... sr) 
ae AM (= =f ro"-3 =i ress ae aA a oe cards 


quantité qui se réduit a 7A’ (n° 486), et par conséquent est un mul- 
tiple de n. 

I] est bien a remarquer que ce théoreme a lieu, quel que soit kk 
nombre des racines 7, s, ¢, etc. qui entrent dans la fonction 9. 


(488) TutorEmeE. «Si le polynome Z= a" + Aav"™—'+ Ba"~? + 
« Cax"—*+ ete. , dans lequel les coefficients A , B, C, ete. sont entiers, 
« est divisible par le polynome P =.2"+- ax"~'+ b2"—*+ ete., dont 
« tous les coefficients a, b,c, etc. sont rationnels; je dis que ces 
« derniers doivent aussi étre des nombres entiers. » 

Car aprés avoir réeduit tous les termes de P, excepté le premier 


x", a un méme dénominateur , soit ce dénominateur =a" A, «* étant 
la plus haute puissance de l'un des nombres premiers qui en sont 
diviseurs; on pourra supposer (n° 14), 


p” p" 
phe eee 
P==P = wea. 
p’, P’, P’” étant des polynomes en x dont tous les coefficients sont 
entiers, le premier du degré n commencant par x", les deux autres 


du degré n —1 au plus. Si on appelle Q le quotient de Z divisé par 
P, on pourra faire semblablement 


a 


4h 
whee halerma ne 


Cela posé, le produit PQ devant se réduire 4 un polynome dont 
Pp” Ld “ 
oh dispa- 
raisse de lui-méme, puisque les autres n’offrent dans leurs dénomi- 
nateurs que des puissances moins élevées de «. Donc l'une au moins 


tous les coefficients sont entiers, il faudra que le terme 
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des quantités P” et Q" est nuile : ce ne peut étre P’, puisque P con- 


tient a dans ses dénominateurs; donc:on a Q’==0, donc « ne se 
trouve pas dans les dénominateurs de Q. La méme chose peut se 
dire des autres nombres premiers qui éntreraient comme diviseurs 
dans les coefficients de P. Donc le quotient Q ne contient aucune 
fraction et doit étre une fonction entiére. Cela posé on aura... 


” 


Sey ee, ; us P Sere ripe : 3 
ier Us +- > mais puisque Z est une fonction en- 


" 


ea! Ce ; P é ° . , . 
tiére , il faudra que ——~ en soit une aussi; or d'une part la fraction 
a 


— est censée irréductible, d’autre part le quotient Q, dont le premier 
to 


terme est «"~", n'est point divisible par a”. Donc le polynome P ne 
, Pp igen 
peut contenir dans ses coefficients aucun terme fractionnaire. 


(489) TutorEme. « Le polynome X, dans lequel x est toujours 
« supposé un nombre premier, ne. peut se décomposer en deux 
« facteurs rationnels. » 

Car supposons que le polynome X du degré n—1, ait pour fac- 
teur le polynome de degré inférieur 


Vie) 


P92 Baa (4 6a. 2. ue he, 


il faudra, par le théoréme précédent , que tous les coefficients a, 6, 
c, etc, soent des entiers. De plus on peut observer que vy doit étre 
pair et & positif; car si ces. conditions n’avaient pas lieu a-la-fois , 
Yequation Po aurait au moins une racine réelle, laquelle serait 
aussi une racine de l’équation X =o: or on sait que celle-ci n‘a que 
des racines imaginaires. 

Soient r,s,¢, u, etc. les racines de l’équation P =o, en sorte 
qu’on ait ’équation identique 


P= (a —r) (a — 5) (xt) (x —w) ete.; 


le nombre.des facteurs 2—r, r—s, ete. étant v. On peut donner 
une valeur queleonque a x dans cette équation; soit donc «= 1, 
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et appelons p' ce que devient P; nous aurons 


p=(t—r)(1—s) (1 —t) (1 —w) ete. 


le nombre p’ aura aussi pour valeur 1 + a + 6+ c + etc. , et ainsi 
il sera entier ; de plus, il devra étre positif, puisque toutes les racines 
r,s,t, etc. sont imaginaires. 

Au moyen de l’équation P =o, dont les racines sont r,s, t, w, etc., 


il est aisé de former une autre équation p@ =o, dont les racines 


a 


soient r*, s*, t*, etc.; et parce que les coefficients du polynome P 


sontentiers , le premier étant = 1, ceux du polynomedu méme degré 
a . : . : . , . 
P\) seront pareillemententiers, ainsi qu'il résulte des formules con- 


. a a 
nues. Done si on fait x==1 dans chacun des polynomes pi ) et que 
les nombres résultants soient successivement 


p=U—r’) a—s*) 1 — FP) (1 — vv) ete. 
P’=(1—r}) i —#) (1 —#) (1 — ve) ete. 


p=(1—r'") (18) (1) ete, 


il est clair que tous les nombres p’, p’, p,. . . p°~ seront des en- 
tiers positifs. 

Maintenant si on multiplie toutes ces équations entre elles, et 
qu'on observe que par I’équation X= (x — r) (x7— s)(x— 0), ete., 
on a pour chacune des racines r,s,t, etc. 


(1—r) (1—r)(1—r’) beg (@—7r—)==n 
(1 — 5) (1 —s*) (1 —S°)..... (I—s"")=n 
etc. 


le produit sera 


Mais puisque toutes les quantités p', p”,-.- .p*—sont des entiers 
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positifs, et que leur nombre n— 1 surpasse y, il faut, pour que leur 


produit soit n’, que quelques-unes d’entre elles soient égales an ou 
A’ une puissance de n, et que d’autres soient égales 4 lunité. Le 
nombre de celles-ci ne peut étre moindre que n— 1 —y; si on l’ap- 
pelle %, il est clair que la somme p +p’ + p’....-+ p°~” sera de la 
forme k-+- An. Or on a démontré (n° 487) que la méme somme, en 
y comprenant p, qui est zéro.,, est un multiple de n. Il faudrait 
done qu’on eit k + An==Brn, équation impossible, puisque 4 est 
<yet >n—1—yv, ou =nr—1 —y. Donc si P est diviseur de la 
tonction X , les coefficients de P ne peuvent étre des nombres entiers. 
Done la fonction X ne peut avoir que des facteurs irrationnels. 


Remarque. Ce théoréme n’aurait pas leu $i 7 était un nombrecom- 


posé ; en effet soit n= a6, «et 6 étant deux nombres impairs, premiers 


a a6 

0 6 xv" —I1 z—iI xe —I - ; 

ou non premiers on pourra faire X — —_———_— = se Ainsi 
2 xr—1 ; ame eee 


e 


a 
‘n appelant P le polynome 2” "+a" 7 egal a 
en appelant polynome x +2 + ete. egal a ——— et Q 
a6 


a , . & Sa 

+ etc. égal a ———.,, on aura.. 
a 
a 


a6—a4 a6—2 
Je polynome x +2 


X=PQ. 


(490) Puisqu’il est démontré que le polynome X ne peut avoir 
aucun facteur rationnel, m étant un nombre premier, la résolution 
de l’équation X =o ne peut se faire qu’en décomposant X en fac- 
teurs irrationnels. Or la théorie que nous allons exposer, d’aprés 
M. Gauss, a pour but de démontrer cette proposition trés-générale : 

« Ayant décomposé n—.1 en facteurs premiers a, 6, c, etc., de 
« sorte qu'on ait n— t=” be cY, ete., jedis que la résolution de 
« Péquation X =o, ou, ce qui revient au méme, celle de 2*— 1=0, 
« pourra toujours se réduire a la résolution de plusieurs équations 
« de degré inférieur, savoir: « équations du degré a, 6 du degré 6, 
« y du degré c, et ainsi de suite. » 


ey : : 
Par exemple, si ona n= 73, ce quidonnen— 1 = 2°.3?, la ré- 
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solution de l’€quation x” — 1 =0.s’effectuera moyennant trois équa- 
tions du second degré et deux du troisiéme. 

Si lon an = 17, ce qui donne n — 1 = 2", la résolution de l’équa- 
tion 2’—1=0 se réduira a celle de quatre équations du second 
degré. On peut done diviser géométriquement la circonférence en 
dix-sept parties égales, ce qu’on était loin de regarder comme pos- 
sible avant la démonstration de M. Gauss. 

En général, si le nombre premier x est de la forme 2” -+ 1, on 
pourra réduire la résolution de l’équation z*— 10 4 celle de m 
equations du second degré; il ne faudra méme que m—t de ces 
équations , s'il s'agit de la division du cercle en 7 parties égales. 

Observons que 2” + 1 ne pourrait étre un nombre premier, si 77 
était impair ou qu'il eut seulement un diviseur impair , car 2°**' +1 


, a . . F 
C 1a pour facteur 2° -++ 1, si 6 est impair. 


a pour facteur 3, et ae 
Done 2” + 1 ne pourra étre premier que lorsque m sera une puis- 
sance de 2, et cependant il ne sera pas premier toutes les fois que 
m sera une puissance de 2; car il y a exception lorsque m=2'= 32. 

Apres les cas de m=1, 2, 4, qui sont déja connus, si l'on prend 
celui de m==8, il en résulte n= 2° + 1 = 257, qui est un nombre 
premier. Done on peut diviser géometriquement la circonférence 
en 257 parties égales, ce qui se fera au moyen de sept équations du 
second degré. | 

La division géométrique peut se faire aussi en 255 et 256 parties. 
puisque 255= 3.5.17 et 256= 9"; de sorte que les trois nombres 
consécutifs 255, 256, 257, ont la propriété de diviser geométrique- 
ment la circonférence. Dans les nombres inférieurs , 11 faudrait des- 
cendre jusqu’a 15, 16, 17, pour rencontrer une semblable propriéte. 

Et parce que 2° + 1==65537 est aussi up nombre premier , si on 
remarque que 2° — 1 ==(2*— 1).(2° + 1)=: 255.257, on verra que 
les trois nombres consécutifs 65535, 65536, 65537, quoique trés- 
grands, jouissent encore de la méme propriété. Mais on ne peut con- 
tinuer immédiatement cette suite, parce que 2” + 1 nest pas un 
nombre premier. 
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(491) Toute racine de I’équation X =c pouvant étre représentée 


par r*, «n’étant ni zéro ni multiple de m, nous désignerons cette 
racine par l’expression abrégée («). Cela posé, deux racines («) et 
(6) seront les mémes si «—6 est divisible par 7, et différentes s'1l 
n’est pas divisible. De plus, il suit de l’origine de ces racines que le 
produit («) x (6) =(« + 6), et quela puissance («)"==(ma), propriétés 
analogues a celles des logarithmes. On observera aussi qu’on a(o)=1, 
(2) == 1, et en général (kn) = 1, puisque ces expressions représen- 
tent r’,r",r'", qui sont égales a l’unité. 

Toutes les racines de l’équation X = 0 sont représentées par la 
suite (1), (2),(3). . .(#—1);mais comme au lieu der on peut prendre 


en général r“, pourvu que a ne soit pas divisible par 7, ces mémes 
racines seront représentées par la suite («), (22), (Sa)...(~— 1.2), 
qui ne différera de la premiére que par l’ordre de ses termes. 


(492) Considérons maintenant I’équation indétermineée...... 
z"-*.— 1 =o (n) dont le second membre designe un multiple quel- 
conque de 7; on sait que les n — 1 racines de cette équation, sup- 
posées positives et moindres que r, sont la suite des nombres na- 
turels 1, 2,3...n-——1; on sait en méme temps qu'il est toujours 
possible de trouver un nombre g dont les puissances successives 
donnent toutes les racines de la méme équation; de sorte que la 
suite 2,9", £°,g"...g”", ou ce qui revient au méme, la suite 1, 2, 
g’,...g”-, donne, en omettant les multiples de, les mémes termes 
qui sont contenus dans la suite 1, 2,3...2—1, mais rangés dans 
un ordre différent (1). 

Ce nombre g qui, rapporté au nombre premier 7, se désigne 


(1) On peut conclure de la quen omettant les multiples de 2 le produit 


n—1 ~n(n—-1 ‘ . . : 
BGT Ba 05 eo ,ou g? ( ) est égal au produit 1.2.3...2—1. Mais puis- 

“lermtopnicted br + ga (e— 1). : 
que par la propriété du nombre g on doit avoir g? —=—1, et par consé- 

t 
( 
—/t ZA I . , . . 

quent g2"" \ )—=(— 1)"== — 1, il s’ensuit que le produit 1.2.3...2—rt au- 


gmenté de lunite est divisible par n, ce qui est le théoreéme de Wilson (n° 130). 
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sous le nom de racine primitive , est tel qu'on a g”"'=1 et qu’aucune 
puissance de g, dont l'exposant est moindre que n— 1, ne peut se 
réduire a l’unité, en omettant les multiples de x. Et comme n— 1 
est un nombre pair, la méme propriété exige qu’on ait g? "= 
et quaucune autre puissance de ¢ dont I’exposant est moindre que 
7 (%—1), ne puisse se réduire a —1 par l’omission des multiples 
de n. 


(493) Cela posé, « étant un nombre quelconque non-divisible par 
n, on pourra toujours trouver un exposant », tel que g’—=<, c’est- 
a-dire, tel que g* —a—=on(n). Car le nombre a diminué, s'il y a 
leu, du multiple de x qu’il peut contenir, est compris dans la suite 
885g ---g"", equivalente, quant aux restes de la division par 7, 
a la suite 1,2,3...2—1. 

Au moyen de la racine primitive g, on peut donc exprimer toutes 
les racines de l’équation X = 0 par (a) , (eg), (ag”).. .(a#g”"”), a étant 


un nombre quelconque non-divisible par n, car en faisant e.g", 
cette suite devient | 


(40 a0 ang hat pa sl oe 


: ee Tia Ty 
et parce que le terme suivant (ght \==(e" & elias 
on voit que cette suite est circulaire ou rentrante sur elle-méme , 
et qu’on peut la commencer par un terme quelconque, de sorte 


quelle est équivalente a la suite (¢),(g’), (g*)---(g""): 


(494) Ces mémes racines seraient également exprimeées, mais dans 
un ordre différent, par la suite («),(«G), (aG’),...(aG""), si G 
était une autre racine primitive de l’équation 2‘ — 1 =o (x). Or 
on sait (n°? 341) que pour un méme nombre premier 7, le nombre 
des racines primitives qui satisfont a l’équation z”~' — 1 =9i (7), est 
toujours le méme que celui des nombres premiers & 7—1 et plus 
petits que »— 1. Ainsi pour n== 41 ilya 16deces nombres, savoir: 
Oy7, 1f5 tas 10, £9, 17, 19; 22,24, 20, 20; 99,90, .04, 35; ils se 
déduisent tous des puissances de l’un d’eux en omettant celles dont 
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les exposants ont un diviseur commun avec 7—1,; ce sont dans 
ce cas les puissances dont l’exposant est impair et non-divisible 
par-9: (1). 

(495) Soit & un diviseur quelconque, premier ou non premier, 
de n —1, en sorte qu’on ait »—1==mk, si a partir d’un terme 
quelconque (g*) de la suite (1), (g),(g’). . -(g”~”), comprenant toutes 
les racines de l’équation X =o, on forme une nouvelle suite : 


(Bae Ay ater seen (ay gaa 


cette suite ou période composée d’un nombre m de termes, pourra 
toujours étre regardée comme circulaire ou rentraute sur elle-méme, 


A+ mk 
da) 


_ puisque le terme ( qui suivrait le m*™ terme, est égal au pre- 


mier (g”), en vertu de l’équation conditionnelle gmk —e"— T=. 


On peut donner a 2 toutes les valeurs depuis 1 jusqu’a f, on 
aura ainsi un nombre & de périodes composées chacune de 7 ter- 
mes. Appelons en général (m : g*) la somme des m racines qui com- 
posent la période dont g® est le premier terme, nous aurons suc- 
cessivement | 


Gn ipa (eya (ean (p eee epee) 
(mg =(e)+(e? T") + (G2 78)... 4g? Fm 
(eevee ian) aight eat ee 
(m : g\=(¢") (ee) +(g°") ae OA aa +(e). 


Il est visible que les / périodes, composées chacune de m termes , 


(1) Voici, d’'aprés Euler, la plus petite valeur de g pour tous les nombres pre- 
miers de 3 a 41. 
n dy 05 9,011, “tay Fes 10h as e a0 Ory aya 
g Pd, Oe a gee, Gy ee Mae Goer ore 
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comprennent toutes les racmes de l’équation X =o, puisqu’on y 
trouve tous les termes de la suite (¢), (g’), (g’)...(g"")} et une 
décomposition semblable aura lieu pour toutes les autres valeurs 
de m et de & dont Je produit mk est égal au nombre donné n — 1. 

I] est essentiel de remarquer que si («) et (6) sont deux termes 
d'une méme période, cette période désignée par (m:a), peut l’étre 
aussi par (77:6); car puisque toute période est rentrante sur elle- 
méme, un-terme quelconque peut étre regardé comme le premier. 
C'est ainsi que la période designée par (m: g*) dans le tableau preé- 
cédent, peut létre également par (m:1), parce que son dernier 


mk = . . 
terme g”" == g"~ "= 1, ce qui donnera pour lexpression de la 


méme periode 


k 2k mk—k 
(m:1)=(1)+ (9° )+e°")..- +(¢ ). 

(496) Ces propriétés relatives a la racine primitive g ont leu éga- 
lenent par rapport a toute autre racine primitive G ; mais ici il se 
presente une question a résoudre : c’est de savoir si, en conser™ .at 
les mémes facteurs m et k dont le produit =n —1, les / périodes 


désignées par (m: G") seront les mémes que les 4 périodes désignées 
par (7: 9”). Voici comment laffirmative peut étre démontree. 
Proposons de comparer entre elles les deux périodes 


(m: 2 A) ( ae hehe Nt Ne RS 


Gre G") + (ca 7 (Ge +24), nts i oy Bla! te 


9 , a ti 
Pour cela j’observe d’abord qu’on peut suppeser G=g", a étant 


aS ky 
un nombre premier a mk ; ensuite si on veut avoir G: oe ou 


pt 9) + kv 


8 
\-dire de diminuer le nombre donné ap du multiple de & qu'il peut 


,il suffira de satisfaire al’équation )}==ap— ky, c’est- 


contenir, et le reste sera la valeur de >. On trouve done ainsi une 
valeur de > telle que la racine donnée (G*) coincidera avec la ra- 


cine cit EY), On trouvera de méme que toute autre racine 
ie 12 
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(Gt ae comprise dans la période (m: G"), coincidera avec une 
des racines comprises dans la période (m : g*); et puisque chacune 
de ces périodes est composée d'un méme nombre de termes inégaux 
entre eux, si chaque terme de I’une trouve son égal dans lautre, 
il faut nécessairement que ces deux périodes soient égales , comme 
étant toutes deux la somme des mémes termes disposés dans un 
ordre différent. 

Appliquant le méme raisonnement aux autres valeurs de »., on 
en conclura que les £ périodes de m termes formées d’aprés la racine 
primitive G, ne different des ’ périodes semblables formées d’apres 
la racine primitive g, que par l’ordre qui peut varier tant dans les 
périodes entre elles que dans les termes qui composent chaque pe- 
riode. 


(497) Toutes les fois que m sera un nombre composé, ce qui per- 
mettra de faire m==m’'k’, chaque période de m termes telle que 
(m:g*), pourra étre décomposée en un nombre # de périodes de 
m' termes, désignées par (m:g*), en donnant successivement a u. 
toutes les valeurs 1,2, 3...4’. Il faut concevoir pour cet effet que 
les m termes qui composent la période (m : g*), savoir, 


A+ are aS ik Rees 


-+(¢ 


(sp) +(e tS+(¢ 


sont pris de deux en deux si A’/—=2, de trois en trois si k! = 3, etc., 
ce qui formera les périodes partielles au nombre de k', comme il 


suit : 
reali” rN A+ Ak A+2k'k Ss 
(neeie=| gy-ete" ae lee cs Veer) came e anaes 
1, AEA +44 DNA KR A+k+-ok'k eh 
(mi: gh  \=(gh 4p ee 4 (gh het? Vitec ules sant 
Pe eye yey yy Mhok 4 
(m ay ls j= (¢ 4 eet pgeas Re ag ae Sh 


On voit de méme que si m’ est encore un nombre composé et quon 
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fasse me’ == mk’, chaque période de m! termes pourra se décom- 
poser en k" périodes de m” termes, et ainsi jusqu’a ce que le der- 
nier terme de la série décroissante m, m', m’, etc. soit égal a l'unité. 
Dans cette limite la période se réduira & un seul terme, qui sera 
l'une des racines de l’équation proposée Xo. 


(498) Au reste commen — 1 est toujoursun nombre pair, la forma- 
tion des périodes pourra toujours étre dirigée de maniére que les der- 
niéres périodes a déterminer soient celles de deux termes, lesquelles 
contiendront toujours deux racines réciproques l'une de autre , 
en sorte que (2: a) étant une de ces périodes, on aura généralement 


rd a —a : oe . 
==r°+r ~. Onaura ainsi l’avantage de n’avoir 


(Q-cj-=F or 
a résoudre dans le cours de l’opération que des équations dont 
toutes les racines sont réelles. Enfin connaissant par la derniere 
équation la valeur de la période (2: «) par exemple , laquelle pourra 


toujours étre représentée par 2cos.u, on aura l’équation..... 
r* 4 7—*—ocos.u, d’ou l'on tire r*=cos.p + — I sin.p; et 
cette valeur d'une des racines de l’équation X =o suffit pour trouver 
toutes lesautres représentées par la formule x=(cos. p+ — 1sin.p.)* 
=cos.ku+)—Isin.ky, k étant un terme quelconque de la suite 
1,2,3...n—1. Onsait d’ailleurs que » sera toujours un multiple 


Jde=- 
7 
(499) L’ordre de opérations qu’on vient d’indiquer est fondé sur 
ce que dans toute période (m:«) ou m est pair et dont la valeur 
développée est (1) 


ae ORES 


(m:a)—=(a) +(ag") + (ag?")..-- +8 


r 


; ‘mk ’ 
le terme (a) est toujours accompagneé du terme («g” m*), quiest le 


(1) Cette formule, comprise dans celle de Yart. 497, est propre a représenter 
toute période formée directement ou déduite d'autres périodes par des décom- 
positions successives; car les nombres m et k peuvent étre variés de plusieurs 
maniéres avec la seule condition que le produit mk—=n— 1. 

12. 
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méme que (— «), puisque gmk 1, cest-a-dire qu’on trouve 
i-la-fois dans la méme période les deux termes r” et r * qui sorit 
réciproques l’un de l'autre. Et ce qui se. dit du terme (a) peut s’en- 
tendre de tout autre terme de la période, puisqu’on peut prendre 
un terme quelconque pour le premier. Donc toute période (m : a) 
dans laquelle le nombre m est pair, est composée de deux parties, 
telles que les termes de l’une sont les compléments ou les récipro- 


ques des termes de l’autre. 


(500) I reste maintenant a faire voir comment on peut former 
’équation qui a pour racines les & différentes périodes désignées 
par (m:a), ainsi que les équations qui servent a déterminer les pe- 
riodes décroissantes (m':«), (m":a), etc. C'est ce qui deviendra 
facile au moyen du théoreme suivant, dont l’importance est trés- 
vrande dans ce genre d’analyse. 


THEOREME FONDAMENTAL. 


« Soient (77: «), (sm: 6), deux périodes semblables ou d’un meme 
« nombre de termes, mais d’ailleurs égales ou inégales; le produit 


i——¥} 


« de ces deux périodes étant nommé II, on aura, en faisant / = 
7 


« et heaer, 
« U==(m:ia+6)+ (m:uh+6)+ (miah?+6)...+(m:ah""+ 6), 


« Cest-a-dire que le produit 11 sera égal a la somme des périodes 
« semblables qui contiennent les termes (« + 6), («2 + 6), (ah’+6) 
Canes, (a (seen ee 6). » 

En effet le développement des termes contenus dans les deux pe- 
riodes proposées donne’ 


(m:a)=(a) + (ah) +(ah?)....+(ah"") 
(72 :6)== (6) + (6A) + (6A7)....+(6A"-). 


Or le produit de ces deux polynomes peut étre disposé de la ma- 
niére suivante, d’apres la formule («) x (€)=(a + 6), 


CINQUIEME PARTIE. 181 


(a+ 6) + (ah +6)+(ah?+6€)...4 (ah"-'+ 6) 
+(ah+6h) + (ah?+ 6h) + (ah? + 6h)... + (ah” + 6h) 
+ (ah?+ 6h?) + (ah? + 6h?) + (ahi + 6h)... + (ah"*' + 6h?) 


+ (a hn" +-€6h"—)-+-(ah™ +b 6h"—")-+-(a Ant 6h"-*) bi 8 +(ahe— -F eho), 


Prenant la somme des différentes colonnes verticales qui forment 
chacune une méme période, on aura le produit cherché 


T—=(m:a+6)+(m:ah+6)+(m:ah?+6)...+(miah""-+ 6). 


Les diverses parties dont le produit Il est composé se réduiront 
toujours soit a la période (m : 0) ou (m : n) dont la valeur est m puis- 
quelle représente la somme de m termes égaux 4 r° our", soit a 
l'une des périodes (m: 1), (m:g), (m:g’)...(m:g*—'); ainsi on 
aura en général 


M=Am+ A'(m:1) +A’ (m: g)+A"(m:g’) + ete. 


Et comme le nombre des périodes comprises dans le produit TI est 
m, on devra avoir aussi la somme des coefficients 


A+ A’+A’+etc,==m, 


ces coefficients étant des entiers positifs ou zéro. 


(501) Le produit de deux quantités de la forme (mm : «) pouvant 
toujours se réduire a la somme de plusieurs quantités de la méme 
espece, il est clair que le produit d’un nombre quelconque de 
ces quantités, et par conséquent aussi leurs puissances et les pro- 
duits de ces puissances, se réduiront toujours a une expression 
linéaire telle que Am + A'(m: 1) + A" (m: g) + etc., les coefficients 
A, A’, A”, etc. étant des entiers positifs ou zéro. 

Donc si une fonction F est composée de plusieurs termes tels que 


Neu »’...,0uN est un entier et dans lequel gate tte Se désignent 
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des puissances quelconques des périodes t=(m:%),u—=(m:6), 


v=(m:y), ete. prises & volonté parmi les & périodes de m termes - 


qui compremnent toutes les racines de ]’équation X = 0; cette fonc- 
tion se réduira de méme a la forme Am +A'(m: 1)-+A" (m:g)+etc., 
ou les coefficients A, A’, A”, etc. sont des entiers. 

Si ensuite au lieu de t, w, v, etc. on substitue les périodes (m : za), 
(m:i6),(m:ity), ete., z étant un entier quelconque non-divisible 
par 7, le résultat sera Am + A’(m:t) + A'(m:ig)+ etc.; car le 
changement dont il s’agit se fait en substituant simplement r‘a r, 
au moyen de quoi toute racine désignée par (a) devient (ia). 

Imaginons qu’on donne successivement a ¢ toutes les valeurs 
(m:a), (m:ag),(m:ag’), etc. qui forment la suite des £ périodes 
de m termes , en commencant par le terme (m : «); quien méme temps 
w prenne les valeurs successives (m : 6), (m: 6 8); (m:€ g"), etc., et v 
les valeurs (m:-), (m:yg),(m: yg’), ete., ainsi de ae ce qui 
donnera / différents résultats dans lesquels chaque quantité ¢, z, 

), etc. aura pris les / différentes valeurs dont la période de m termes 
est susceptible; la somme des & valeurs de la fonction F résultant 
de toutes ces substitutions sera 


Akm+A'f(m:1) + A"/(m: g) + A” /(m : g?) + ete. 
Dans cette formule /(m: 1) représente la somme des & périodes 
(mm: 1)-+(7m,: g) + (m: g")...+(m: g’*), laquelle est égale a —1; 
is autres sommes semblables /(m : ¢), /(m: g’) , etc., composées 
chacune du méme nombre de périodes, ont toutes la méme valeur. 
Ainsi la somme des fonctions F est en général Ak m— A’— A” — A” 


—ete., de sorte qu'elle est toujours égale & un nombre entier dé- 
terminé. 


(502) Telle est donc la propriété des racines de l’équation du 
degré k qui donne les périodes (m: 1), (m : g), (m:g"), ete., qu’étant 
proposé une fonction Z rationnelle et entiére de ces racines ou 
de quelques-unes d’entre elles désignées par ¢,u,%, etc., si on 
imagine que les quantités ¢, u,v, etc., qui d’abord sont (m:«), 
(m:6), (m: y), ete., prennent dans une premiere substitution les va- 
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leurs (m: ag), (m:6€g), (m:yg), etc., dans une seconde les valeurs 
(m: ag’), (m: 6g"), (m:yg"), etc., ce qui aprés k— 1 substitutions 
aura fait parcourir a chacune le cercle entier des valeurs dont toute 
période de m termes est susceptible, la somme de toutes les valeurs 
de la fonction Z sera égale 4 un nombre entier facile a déterminer. 


(503) Si la fonction F des racines t, w, v, etc. de Péquation du 
degré k, comprend toutes ces racines, et si en méme temps elle est 
telle qu’on puisse échanger entre elles deux des racines a volonté , 
cette fonction qu’on désigne ordinairement sous le nom de. fonction 
invariable, se déterminera immediatement, puisqu/alors on peut 
mettre rg a la place der, sans rien changer ala fonction, et qu’ainsi 
la valeur Am-+ A’(m:1) + A’(Qn: g) + A” (m: g”) + ete. devant 
étre la méme que Am + A’(m:g) + A"(m:g?) + A” (m: g°)-+etc., 
ona A’=A”"=A”", etc.; donc la fonction F se réduit 4 Am—A’. 

Ainsi au moyen du théoréme de l'art. 500, on déterminera facile- 
ment en nombres entiers les coefficients de l’équation du degré 
qui a pour racines les périodes (m: 1), (m:g)...(m:g*"). Cette 
équation jouit de la propriété fort remarquable qu’une seule de ses 
racines étant connue, on en peut déduire aisément toutes les autres. 

En effet, désignons par p, p', p”,..-p°~ les périodes (m:«), 
(m: ag), (m:ag’)...(m:ag*”"), la somme de ces quantités étant 
la méme que celle des racines de l’équation X =o, c'est-a-dire — 1, 
on a pour premiere équation 


o=Ii+p+p' +p" + ete. 
Si ensuite on développe les puissances successives p’, p*, etc. pour 


, . ve yee ) N la N , 
les réduire A la forme linéaire d’aprés le théoreme de l’art. 500, on 
aura k—1 autres équations, 


Ld Meee A! 


p=am-+a'p+a'p'+a"p' + etc. 

pH=bm+b'p+b p+ b” p" + ete. 

pi=cm+cpt+e'p'+c"p' + ete., 
etc, 


ou les coefficients doivent étre des nombres entiers positifs. 
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Ces équations au nombre de /, contenant les inconnues pps 
pi'...p*- sous forme linéaire, on pourra par les k — 1 premieres 
équations trouver les valeurs de ces inconnues qui seront toutes 
dela forme A+ A'p + A"p’...+ A@—? p*; A, A’, A", ete. étant 
des coefficients rationnels. 

On voit de plus que si on substitue toutes ces valeurs dans la 
derniére équation qui donne la valeur de p*, on aura |’équation en 
p du degré k qui a pour racines les & périodes (m: 1), (m: g), etc., 
ce qui est un des moyens les plus simples d’obtenir cette équation, 
qui sera toujours de la forme 


h—1 A—3 


p+ pi +ap'?+6p'~ + ete. =o. (A) 

(504) Il faut faire voir maintenant qu’au moyen des racines de 
léquation (A), le polynome X peut étre partagé en / facteurs du 
degré m. 

Pour cela soit z*— A x"-*+ Bau" ?— Cx” *+ etc. =o l’équation 
du degré m qui a pour racines les différents termes («), (2h), 
(ah’)...(ah"*), dont la somme compose la période (7m : «), en sup- 
posant h= g*, on aura d’abord A=(m: «), et les autres coefficients 

-B,C,D, etc. de cette équation étant des fonctions invariables des 
racines («), («h), («h?), etc. seront exprimés d'une maniere linéaire 
par les périodes (m: 1), (m: g’), (m:g’), etc., ou par les racines 
P;P'>p’ » etc. de l’équation (A). 

Le moyen le plus simple de déterminer les coefficiens dont il s’agit 
est de commencer par chercher la somme des carrés des racines 
(x), (ah), etc. composant la période (7 : «), puis la somme de leurs 
cubes, la somme de leurs puissances quatriemes , etc. Désignons 
par S2 la somme des carrés de ces racines, c’est-a-dire, la somme 
des termes (2.2), (2ah),(2ah’),etc., cette sommeest égalea la période 
(m:2a); ainsi on aura S2==(m:2.«), etc; on aura semblablement 
S3=(m: 3a),$4=(m: 4a), etc. valeurs qui seront données chacune 
par une des racines de l’équation (A). Maintenant de ces quantités 
connues il sera facile de déduire les coefficients A,B, C,D,etc., 
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au moyen des formules 


Ae a (777) 
2B=AS,—S, 
3C=BS,— AS, + S; 
4D=CS,—BS,+ AS,—S, 
etc. 


On rendra ensuite linéaire l’expression de chaque coefficient a 
compter de B par le théoréme de l'art. 500; ainsi chacun d’eux sera 
de la forme «+ €p + yp' + dp" + etc.,«, 6,7, etc. étant des nom- 
bres entiers, et p, p',p’...p“-” étant les racines de léquation 
(A); on peut méme dans cette expression faire disparaitre au moins 
une des racines p , au moyen de l’équation o—= 1+p+p'+p’-+ ete. 
Cela posé il est visible que l’équation du degré m qui a pour ra- 
cines les termes compris dans la période (m: a) sera de la forme 


o=P+Qp+Rp'+ Sp’ + ete., 


P étant un polynome en «x du degré m, et Q,R,S, etc. d'autres 
polynomes de degrés inférieurs dont tous les coefficients sont des 
nombres entiers. 

Si l’on observe ensuite qu’en mettant «/ au lieu de «, la période 
(m: a) ou p devient (m:ah) ou p', qu’en méme temps p' devient p", 
et qu ainsi toutes ces quantités avancent d’un rang, la derniére de- 
venant la premiere par l’effet de cette rotation, on verra que le fac- 
teur trouvé de l’équation X=o donnera tous les autres. du méme 
rang en avancant les lettres p d'un rang pour passer d'un fac- 
tear au facteur suivant. Ainsi les facteurs de X seront successi- 


vement 


P+Qp+Rp'+Sp’ + ete. 
P+ Qp'+Rp"+ Sp" + ete. 
P+ Qp'"!+Rp” + Sp" + ete. 
etc. 


ces facteurs étant au nombre de f. 
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Au moyen de ces calculs on décomposera l’équation X =o, du 
degré n—1 ou mk, en k autres équations du degré m ; ce qui 
pourra se faire d’autant de manieéres différentes qu’il y a de combi- 
naisons pour former le nombre donné n— 1 par le produit de deux 
facteurs m et k, 


(505) Venons maintenant a la subdivision progressive des pério- 
des (m : «) qui est nécessaire dans la méthode que nous développons 
pour parvenir a la solution complete de l’équation X= o. Suppo- 
sant donc m==m' Kk’, il s'agit de former ]’équation du degré k' qui 
a pour racines les périodes (7m': «), (7m: ah), (m':ah*)...(m': ah*—*), 
dans lesquelles se décompose la période donnée (m : «), en faisant 
h=g ,et ag’. Pour cet effet nous devons consideérer les choses 
sous un point de vue plus général. 

Désignons par t,s, u,v, etc. les périodes (m!:«), (m':ah), 
(m': ah’), (m': «h’), ete. respectivement, et soit 9 une fonction ra- 
tionnelle et entiére des quantités ¢, 5, u,v, etc. ou de quelques- 
unes d’entre elles; cette fonction pourra toujours se réduire a la 
forme linéaire 


Am' + A'Qm':a)+ A’ (m':ag)+ A (m' : ag’) + ete., 


dont les coefficients sont entiers si ceux de la fonction 9 le sont. 
C'est ce qu’on démontrera comme au n° 501, car la suite (m’: 1), 
(m’: g), (m': g?), etc., prolongée jusqu’a un nombre de termes égal 
a kk’, ne différe de la suite (77': a), (™m': ag), (m': ag’), etc., sem- 
blablement prolongée, que par le choix du premier terme, lequel 
est indifférent dans une suite rentrante sur elle-méme. 
Maintenant supposons qu’on mette «/ a la place de «, et que par 
cette substitution les quantités ¢, 5, u,v, etc. deviennent 7’, s’, 
u',v, etc., la fonction » devenue gq’, sera exprimée par la suite 


Am'+ A'(m': ah) + A" (m': ahg) +A” (m' : ahg’) + ete. 


Une seconde substitution de «h au lieu de «, par laquelle les quan- 
tités t',s',u’, v'... deviennent t’, s”, u’,v"..., changera la fonc- 
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tion 9’ en une nouvelle fonction 9” dont la valeur serait 
Am'+ A'(m!': ah’) + A" (m!': ah’ g)+ A" (m! : ah’ g*) + ete. 


Continuant ces substitutions jusqu’a ce que le nombre des fonctions 
9.959 5--- soit A’, la quantité ¢ passera successivement par toutes 
les valeurs ¢, ¢’, ¢’...¢—* des périodes de m' termes qui composent 
la période (m: ar les autres quantités s,u,v, etc. parcourront 
également le méme cercle , en partant chacune d’un point différent, 
et la somme de toutes les fonctions » qui en résultent, étant dé- 
signée par S(o), on aura 


S(Q)= Amk 
+A’ [(m' 3a) + (m': ah) + (m' sah’)... + (ms ah*—*)] 
+A” ((m':ag)+(m! :agh)+(n' :agh’)... (ml sagh"—1)] 
+A" [(m': ag’)+(m' sag LOR EY agh*)... +(m':ag*h*?—*)] 
-{- etc., 


expression qui se réduit a la suivante, 
S(p)=Am +A’ (m:a)+ A’ (m:ag)+ A" (m:ag’) + ete. 


Donc la somme des fonctions 9 s’exprimera toujours d’une ma- 
niere linéaire par les quantités (mm: a), (m:ag/), etc., cest-a-dire 
par les racines supposées connues de |’équation du thay: k dont 
nous avons montré la formation. 

Il faut remarquer aussi que le nombre des termes qui dans la 
valeur de » pouvait s’étendre jusqu’a kk’ +1, se réduira 4 k+ 1 
au plus dans la valeur de S(q). Car comme il n’y a que & valeurs 
différentes pour les périodes de m termes, savoir: (7: «), (™m: ag), 
(m :ag*)...(m:ag*"), les termes qui viendraient a la suite, savoir : 
(m:ag"),(m:ag**"), etc., offriront de nouveau la série (m:«), 
(m: ag), ete., ce qui aura toujours lieu de / en / termes a compter de 
A'(m: a). Appelons donc B’ la somme des coefficients de la période 
(m:«), B" la somme des coefficients de la période (7 : «g’), etc. on 
aurait, dans une suite de & + 1 termes au plus, la somme cherchée 
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S (9) =Am + Bim: a) + B’(m: ag) + BY (m: ag’) + ete. 


(506) Ce résultat qui a lieu pour toute fonction proposée 9 ra- 
tionnelle et entiére des quantités ¢,5,~,v... ou de quelques-unes 
d’entre elles, est applicable a plus forte raison au cas ou 9 serait 
une fonction invariable des 4’ quantités ¢, s, u, v, ete.; car alors le 
changement par lequel ces quantités deviennent 1’, s',w’, 0’, etc., 
consiste 4 avancer d’un rang chacune des quantités ¢, 5, u,v, etc., 
de maniére que ¢t se change ens, 5 en vw, ven v, ainsi de suite jusqu’a 
la derniére, qui reviendrait a la premiere t, et par cette permuta- 
tion la fonction 9 restera toujours la méme, de sorte qu’on aura 
o==9' =", etc. Donec alors 5(9)=—= ' 9g. Il faudra done diviser par 
k’ la valeur trouvée pour S(¢); mais dans ce cas on peut trouver 
immédiatement le résultat; car puisqu’en mettant «ah ou agé a la 
place de « dans la valeur 


g==Am’ + A'(m':«)+ A” (m:ag)+ A” (m' : ag?) + ete., 


cette valeur doit rester la méme, il est clair que tous les termes 
(m!: a), (mm! :ag*), (m':ag7*)...(m:ag**—*), compris dans cette 
formule, doivent avoir le méme coefficient A’ que le premier terme 
(m':a); que semblablement A” est le coefficient commun de tous 
les termes (mag), (7 :ag*t*), (n't ag2*+*).. (mi apt®—Fts), 
qui composent la période (m : «g); ainsi de suite. Done dans le cas 
ou 9 est une fonction invariable des f’ racines f, 5, u,v, etc., on 
aura simplement 


9 =Am + A (m:a)+A"(m:ag)+ A" (m: ag’) + ete., 


cette suite n’ayant au plus que le nombre de termes / + 1. 


(507) Il suit de la 1° que pour former l’équation du degré #’ qui 
a pourracines les périodes partielles (7m': «), (m!: ah), (m': «h*), ete. 
dont se compose la période totale (mm: «), il faudra chercher par 
les formules précédentes la valeur des coefficients qui sont des fone- 
tions invariables des racines, et que tous ces coefficients s’expri- 
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meront, comme la fonction g, d’une maniére findaire par les pé- 
riodes (m : a), (m:ag), etc., cest-a-dire pay les racines déja con- 
nues de l’équation du degré h. 

2° Que equation du méme degré 4’ qui a pour racines les pé- 
riodes partielles (m': ag), (m':agh), (m': «gh’), ete. dont se com- 
pose la période totale (m : ag), se déduira immédiatement de l’équa- 
tion dont on vient d’indiquer la formation , en mettant simplement 
dans celle-ci ag ala place de «, c’est-a-dire, en avancant d’un rang 
dans l’expression de chaque coefficient , les quantités (m:a),(m:ag), 
(m: ag’), etc., de sorte que si ces derniéres sont désignées par p, 
p,p ,ete., on augmentera d’une unité lindice de chaque terme , 
en observant que par cette addition le dernier p“—” devient égal 
au premier p. 

On formera semblablement les équations relatives aux périodes 
partielles qui naissent de la décomposition des autres périodes 
(m: 2g"), (m:ag’), ete. 

3° Enfin il suffira de résoudre une de ces équations du degré f', 
ou méme d’avoir une seule racine de cette équation ; car au moyen 
de cette racine et de ses puissances on peut déterminer toutes les 
autres racines, ce qui se démontrerait comme au n°’ 503; mais nous 
n’entrerons point dans le détail de la démonstration , et nous nous 
bornerons a donner ci-aprés les exemples de calcul qui y sup- 
pléeront. 


(508) Apres avoir formé les équations du degré #’ qui ont pour 
racines les périodes de m' termes contenues dans chaque période 
de m termes, il reste a faire voir comment on trouve pour chacune 
de ces équations le facteur correspondant de l’équation X =o. 

Désignons par 2” —Aa™—' + Bauw—*— Ca#"—3 + ete. = 0, 
l’équation du degré m' qui a pour racines les différents termes (a), 
(ah'), (ah’*), etc. composant la période (m’':«); la somme de ces 
racines est (m':a), ou pour abréger q.; la somme de leurs carrés 
est (™m: 2a) 0U gaa, la somme de leurs cubes est (m:3«) ou qs., 
ainsi de suite. Ces sommes étant connues , puisque toutes les périodes 
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q le sont, on en déduira les valeurs des coefficients A, B, G, ete. 
au moyen des équations 


A=qa 
2B=Aqu— ax 
30 =Bqa—Aqraat 73x 
4D=Cq.—Bgaat+Aq3a— Ysa 


etc. 


On rendra ensuite linéaire expression de ces coefficients par le 
théoreme de l’art. 500; ainsi chacun d’eux sera de la forme... . 
a-+6g +77 +5q' + etc. ou la suite 7,7’, q", etc. représente les pe- 
riodes rangées dans l’ordre naturel (m!: 1), (7m': g), (mm! :g’), ete. 
None le facteur de l’équation Xo correspondant a la période 
(mm: «) sera de la forme 


P+ Qq+Rq'+S¢q' + etc.=0, 


P étant un polynome en x du degré in’ et Q,R,S, etc., d'autres 
polynomes de degrés inferieurs. 

Ce facteur fera connaitre successivement tous les autres en au- 
ymentant d’une unité les indices des lettres g , comme on I’a déja vu 
(n’ 504). On aura ainsi les £A' facteurs du degré m' dans lesquels on 
peut decomposer I’équation X=o. 

Cette theorie s’éclaircira beaucoup lorsque nous l’appliquerons a 
des exemples; mais avant tout il sera bon de faire voir comment on 
peut, pour tout nombre premier n= m + 1, former ]’équation du 
degre & qui a pour racines les périodes (mm: «), (mm: 2g), (mi ag’), 
(72: ag"), en supposant successivement k= 2, 3, 4 et 5. Cette re- 
cherche nous conduira- a plusieurs théorémes d’analyse fort remar- 


quables. 
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§ II. Formation générale de Véquation du degré k pour les valeurs 
Ka 9,5; 4,5: | 


Premier cas n—=2m-+ 1, k=a. 


(509) Dans ce cas la période (2m: 1) se partage en deux autres 


(m:1)==(1) + (g*) + (¢9 + (g°)... 4+ (¢°"7) 
(m:g)=(g) + (g°) + (8) + (g”).-- + (g"7")- 


Soient p et p’ ces deux périodes, on aura d’abord p + p'=—1, 
ensuite pp'=(m: 1-+g)+(m:1-+g°)+(m:1-+8")... +(mi1+g7""). 
Comme toutes les périodes de la forme (m:«) se réduisent aux 
deux (7m: 1) et (m:g), auxquelles il faut joindre expression (m : 0) 
qui n’est pas proprement une période, mais dont la valeur est m, 
il s'ensuit que la valeur du produit pp’ se réduit a cette forme 


pp=Am+ Ap+a’p, 


dans laquelle on aura A + A’+ A”=—=m, puisque m est le nombre 
des périodes (m:1-+g),(m:1+8"),(m:1+g*)...(m:i+g?") 
qui composent la valeur de pp'. De plus, comme dans cette équa- 
tion les quantités p et p’ peuvent étre échangées entre elles, on 
aura A’ — A’; par conséquent pp'—=Am—A’, et A+ 2A’=m. Il 
faut maintenant distinguer deux cas selon que m est pair ou impair. 

Soit 1° m impair; comme on a toujours g"==—1, Cest-a-dire, 
g” + 1=2(n), ily aura nécessairement, dans la suite 1+, 1+”, 
I+g°...1+g”", un terme = 0, et il n'y en.aura qu’un, par la 
nature du nombre g. On aura donc dans ce cas A = 1 et A’=+(m— 1), 
ce qui donne p p’=+(m + 1). 


Soit 2° m pair; on aura encore g"==—1, et par conséquent il 
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n'y aura aucun terme égal a zéro dans la suite 1+g,1 +g’, etc. 
Donc on aura A=o, A’=5m, et pp’ =—im. 

I] s’ensuit que l’équation qui a pour racines p et p’ sera.... 
Pp +p +i(m+ 1)=0, sim est impair ou n dela forme 47+ 3, 
et quelle sera p’+ p—+m==0, si m est pair oun de la forme 47 + 1. 


Donc on aura 


pw—itiv (—2n), sin est de la forme 47+ 3 
et 


| 


p=—t+il(n), sin est de la forme 4i + i. 


Dans ce dernier cas la différence des deux valeurs de p est égale 
al“n. 

(510) Soit «*— ax" + ba” —ca”~ + etc. =0 |’équation qui 
a pour racines toutes celles qui composent la période (m:1), on 
aura le coefficient a(n: 1)==p; quant aux autres coefficients 
b, c,d, etc., leurs valeurs se trouveront par la méthode du n° 504, 
et ils seront tous de la forme B + B'p + B”p’. De la on voit qu’en 
faisant 

Li x" — a + ba" — ca” + etc., 


le polynome Z se réduira a la forme Z= P + Qp + Rp’, ou P est 
un polynome en x du degré m, et Q, R des polynomes d’un degre 
inférieur. 

Si on considére pareillement le facteur 


B= 2" — a a + a? —c! 2 + eRtc., 


lequel étant égalé a zero donne toutes les racines comprises dans la 
période (m:g), on aura parle n° 504, Z=P + Qp'+Rp. Il faut 
maintenant substituer les valeurs de p et de p’ dans les deux cas 
déja examinés. 

1° Si x est de la forme 47+ 3, on aura p=—i+iV—n, 
p=—t—ilv—n, ce qui donne 


Z=P—1(Q+R)+iQ—R)Y—n 
Z =P —+(Q +R) —+(Q—R)—an. 
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Mais ZZ'=X; donc, dans ce cas, on a 
4X=(2 P—Q— R)*+7(Q—R). 

2° Si n est de la forme 47 + 1, les valeurs de p seront données 
par les mémes formules, en y changeant simplement le signe de 7 ; 
on aura donc alors 

4X =(2P— Q—Ry—n(Q—R); 
d’ou résulte ce théoréme remarquable : 

« m étant un nombre premier quelconque et Ja fonction X. étant 
« le quotient de x"— 1 divisé par «— 1,0n pourra toujours trouver 
« deux polynomes Y et Z qui satisferonta l’équation 4 XY? +n 7, 
« le signe supérieur ayant lieu si 7 est de la forme 42+ 3, et l’in- 
« férieur si 7 est dela forme 4i 4-1. » 

Dans le premier cas le polynome 4 X se décompose en deux fac- 
teurs imaginaires (Y + Z)“— n) (Y — ZV’ — n); dans le second il 
se décompose en deux facteurs réels (Y + ZV“ n) (Y —ZV¥ n). 

Ce théoreme serait peut -étre trés-difficile 4 démontrer sans le 
secours de l’analyse indéterminée; d’ou l’on voit que cette analyse 
n’est pas bornée aux speculations sur les nombres, mais qu’elle peut 
encore étre utile au perfectionnement de l’analyse algébrique. 


(541) Sachant a@ priori que la fonction 4 X peut étre mise sous 
laforme Y*+77’, il est facile de trouver les valeurs des polynomes 
Y et Z dans les différents cas. Pour cela on voit d’abord qu’en né- 
gligeant les multiples den on aura Y’=4 X; ainsi pour avoir la va- 
leur de Y il faut extraire la racine carrée de 4 X, ce qui donne les deux 
premiers termes 2.2” + "—'; on continuera l’opération en ajoutant 
aux premiers termes des résidus les multiples convenables de 7 , 
pour que tous les termes de la racine aient leurs coefficients entiers 
et les plus petits possibles. Connaissant Y on aura Z par l’équation 


Yeo bee = (f=) , dont le calcul se fera sans rien négliger. Voici 


dailleurs un moyen de sim plifier beaucoup l’opération qui vient 
(étre indiquée. 
gmt iy 


En rejetantles multiples de 7, ona Y=oavxX et X= 
IL 3 


—— J 
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i-\-= I * 
=a" (1 arent é ——): Mais comme dans la valeur de Y on 
wy sheet 


‘n’a besoin que des puissances positives de x moindres que 2”, il 
est clair qu’on peut supprimer le facteur 1 —2~*"~" qui naurait 
dinfluence qu’aprés les puissances x~", et qu’ainsi on aura..... 


e ™ La ers 
Yo=o0 (1 —+) » ou 
x 


Y=9 by ial © sy eam 3 tt 3.5 oe 34967 Yili ete 
ta Sted 4 had 4.6.8 ta 
, de: uO DO Tae 
Il restera a donner aux coefficients = Z ete. une valeur 


Ai hiGe A6iB? 
en nombres entiers les plus petits possibles, positifs ou négatits, 
ce qui sera facile dans chaque cas particulier en ajoutant aux nu- 
mérateurs de ces fractions les multiples de 7, positifs ou négatifs, 
qui rendront la division possible par les dénominateurs. Au reste 
chaque coefficient réduit servira @ former le suivant; ainsi ayant 


A oes ' : k 
trouvé pour 52-2 la valeur 4, le coefficient suivant sera +2° 
igs dar a To 


quil faudra réduire aun entier en ajoutant, sil est nécessaire , un 
multiple de 7 au numérateur. L’opération d’ailleurs sera terminée 
lorsqu’on parviendra au terme moyen ou aux deux termes moyens 
du polynome Y,, parce qu’en général les coefficients également ¢loi- 
genes des extrémes sont égaux; ils ont de plus les mémes signes si 
nest de la forme 47 + i, et des signes différents si v est de la forme 
hi+ 3. 

(512) Hy a encore un moyen plus simple de trouver immediate- 
ment la fonction Y; en effet, dans le développement de la puis- 
sance («— 1)” tous les termes, excepteé le premier et le dernier , ont 
leurs coefficients divisibles par 1, on peut done faire......... 
(a -—1)*=2"— 1 —nT, ou a*—1=(a—1)"4+nT; done 4X (a—1) 
ou (—1)(Y°EnZ’)=4(x—1)"+4n T. Omettant dans cette 
equation les multiples de x, on aura (@ — 1) Y’==4(«a—1)", dou 


Yon tire Y’==4(a—1)” et Y ==2(a—1)"; ainsi on aura vénéra- 
lement 


Wt— I m—I1.m—2 - 
Se ie A 2 + etc.: 


et dans ce développement il ne restera plus qu’a réduire les coeffi- 


Y=22"— ama" + 2m. 
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cients au-dessous de +n, en supprimant les multiples de n quils 
peuvent contenir; ce qui réduira par exemple, le coefficient du 


x . eats az3 
second terme —2m a + 1, celui du troisiéme A = y ies etc. 


Une observation que fournit la valeur développée de Y, c'est 
qu’aucun de ses coefficients ne se réduit a zéro; car n ne peut se 
trouver parmi les facteurs m.m—1.m—2...; donc le polynome 
Y du degré m aura toujours m + 1 termes. II n’en est pas de méme 
du polynome Z qui est du degré m—1 et dont plusieurs termes 
peuvent manquer. 

Voici une table ou lon trouve les valeurs des polynomes Y et Z 
pour tous les nombres premiers de 3 4 29. 


yt 


Valeurs des polynomes Y et Z. 


3 [Y¥=art1,Z=1 


5 Ren +xr+2, Z=x 


Y=or+ 2—2r—2,2=74+ 2 


| 


li \Y=2e'+ aa +20 —2—a, La + x 


13| Y=oe+a+4a'—xv4+4or+ect+ea, Z=ae +a +2 
Yoor'+ a) + 52° 4+- 704+ 4+ 724+ 52 4+27+2 
17 ' 
4 Z=ae +ao+aet+oet+ e+ vse 
VY=209 4+ 2 —Aaw + 32° + 5 ae —5 xt — 32° + 4av’—x—2 
19 


Eat —aetaet ec —ai te 


3 | ¥=220"+2"—5a°—82'—7a'—ha? + ha? + 704+ 8a? + Sa’ —2—2 
S 2 
| Lax" + 29 — 2 ~22°-— 22° — a+ +x 


! 


| y | 2.40% + £348 2"?—3a0"+ 2°—3aa%+ 3a'+ gx? 
29) | +2+a +82? —32° +24 —22°+ 32° 
Za=a%+a"%—2"+ e+e 4+ 8—e4+a° +2 


13. 
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Second cas. n=3m+1,k=3. 


(513) Alors la période (3m: 1) contenant toutes les racines de 
l'équation X =o, se décompose en trois autres (m : 1), (7: g), (Mm: 8"), 
dont les valeurs développées sont 


(m: 1)= (1) + (g*) + (g*).--. + (6) 
pF) ie) ig re 
(mm: g*)=(¢") + (9°) + (¢").--- +(e”). 


Soient p, p’, p", ces trois quantités ; comme on sait que leur somme 
p+p' +p’ =— 1, on pourra supposer que ces trois quantités sont 
les racines de |’équation 


P +p + Pp—Q=0, 


dans laquelle on aura P=pp' + pp" +p" p, Q=pp'p’. 

Pour trouver les valeurs de ces coefficients, il faut d’abord con- 
naitre celle du produit pp’; or par le théoreme général ce produit 
est egal a la somme des m périodes (77 :«) dans lesquelles « prend 
les valeurs successives 1+ 2, 2°+ g, g°+ @, etc.; mais aucune de ces 
valeurs ne peut se réduire a un multiple de 7, puisque par la pro- 
prieté dela racine primitive g,on a g3#==— 1, oug3# 4+ 1=oN(n), 
yw étant 7m, et quainsi on ne peut avoir en méme temps g*'~*=— 1. 
Donc la valeur du produit pp’ ne contiendra pas la période (m : 0), 
et devra se réduire a la forme 


pp'=Ap+Bp'+Cp’, 
dans laquelle A , B,C sont des entiers positifs tels que leur somme 
A+ B+ C=m. De cette valeur on en déduit deux autres, savoir : 
p'p =Ap' + Bp’ +Cp 
pp=Ap’ +Bp+Cp;, 


et puisque la somme de ces trois produits = (A +B-+-C)(p + p'+p”) 
=—m,ona P=—m. 
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Pour avoir le produit pp'p", on mettra pp’ sous cette forme 
pp=—C+ (A—C)p + (B—C)p, 


puis multiphant de part et d’autre par p’ et substituant les valeurs 
de pp” et de p'p”, on aura 


Pp Pp =— Cp" -+ (A—C)(Ap’ + Bp + Cp’ 
+ (B—C)(Ap'+- Bp" + Cp). 


Le premier membre étant une fonction invariable de p, p', p’, le 
second en doit étre une aussi; partant il doit se réduire a la forme 
M(p+p'+ p’) et ultérieurement a —M. De la résulte la condition 


A’ + B+ C*?— AB—AC—BC=C, 


laquelle étant combinée avec l’équation A + B+ C=m, donne pour 
résultat 


4n=(gC—n—1) + 27(A—B)’. 


(514) Cette équation détermine complétement le coefficient C, ainsi 
que A—B; car n étant un nombre premier de la torme 3m +1. 
on pourra toujours faire n=." + 36’. Or 1° si 6 est divisible par 3 
et qu’on fasse €=3 y, onaura 4 n=(2a)*+27(2 6), ou4n=a’+a7b’. 
2° Si € nest pas divisible par 3; comme « ne peut jamais létre, l'un 
des deux nombres « + 6, «—6, sera divisible par 3; mais en mettant 
4n sous la forme («+36)' + 3(a>26)’, on pourra supposer. . 
at 36a, «>—6=36, ce quidonnera encore 4n=a’+- 270", et on 
voit de plus que 4 ne sera jamais qu'une fois de cette forme. 


, n+1-ta 
Cela posé on aura C=————. 


et A— B==4, ce qui donnera 
ppp =C—AB=C —; (m—C)’ + 76°; done 
(3G —m)(C+m)+6* — nC—m?* 
Q erate ena a 
valeur qui, quoique sous la forme fractionnaire, sera toujours un 
entier. L’équation cherchée sera donc en général 


pP+p—mp + 7(m—nC)=0. 
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(515) Soit par exemple n= 91 ,on auram=330,4n=61 +27.3', 


a=O61, C= PEE Sry, +(n C—m’)= 23hy. 


On trouvera semblablement pour les nombres premiers au-des- 
sous de 100, les résultats suivants : 
Lea ALG gol 9 vO7Gs LO NOly OF aon 7 
2, 1, 6) 0), Y4F,) 14 20, 29,94 ,52 
eens or oe eee ee 
On formera donc ainsi autant d’équations qu’on voudra de la forme 
p +p—mp—Q=o., dont la propriété est telle qu'une racine 
¢tant connue et désignée par p, les deux autres p’ et p” seront don- 
nées par les formules : 


,_ —C+(A—C)p 1» __—C+(B—C)p 
GO BE TS EER ~  p+C—A 


? 


d’ou l’on voit que l’expression d’une racine en fraction continue 
servira a trouver immédiatement l’expression des deux autres raci- 
nes, et qu/ainsi il y a une infinité d’équations du 3¢ degré qui jouis- 
sent de cette proprieté dont nous avons déja donné un exemple 
pour le cas de n=7 (art. 105). 


(516) Les trois racines p, p’, p’, étant trouvées, le polynome X 
pourra se décomposer en trois facteurs P+Qp+Rp',P+Qp'+Rp’, 
P+ Qp' + Rp, dans lesquels P,Q, R désignent des polynomes en 
x, le premier du degré m, tes autres de degrés inférieurs, dont 
tous les coefficients sont entiers. Ces polynomes se trouyeront par 
la méthode du n° 504, ils doivent en général satisfaire a l’équation 


3 P—Q—R=)’ (27X)=3.2" + xe" + Seg +5 + etc., 


ou lon fera disparaitre les fractions comme au n° 541. 
Par exemple dans le cas de n= 19, on aura 


P=2° + on'—axr+a2r°+I1 
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Troisieme cas. n= 4 m-+i, hk =f. 


(517) UH sagit dans ce cas de former l’équation du 4° degré qui 
a pour racines les périodes (7 : 1), (m zg), (m: 2), (m :g°) que nous 
designerons respectivement par p, p', ps p’,et dont les valeurs dé- 
veloppées sont 


tape 0 Nagi ep rt a 8 ise oe ga, 
P' =(g) + (g°) + (g%).. (gi) 
Dhaai be CBAC Ea ws 
Pree yale ae"), aie), 
Pour cela il faut distinguer deux cas selon que m est pair ou impair 
1° Si m est pair et quon fasse m= 2p, ou N=8p + 1, alors on 
aura d'une seule mani¢re n== a) + 160°, ce qui déterminera. . 


C _ 4p ‘tener 


5 , et Pequation cherchée sera 


Pep sep rhe nO) p + yen (Sy — C) =o. 


2° Sim est impair et qu’on fasse m= 2p + 1 oun=8y + 5, on 
ne pourra avoir que d'une seule mani¢re n= + 44", dou Von de- 
. > 4 . —+ 7 +7 a7 oe iy 
duit se a ee , et léquation cherchee sera 


Pit p(t Dp? + (av —n0)p+ at jp) — 2(C—tp) = 0. 


(518) Le second cas n’étant guére susceptible d’appheation, parce 
que l’équation du quatriéme degré a dans ce cas ses quatre racines 
imaginaires, nous vous bornerons a démontrer Péquation qui con- 
vient au premier cas , cette équation ayant toujours ses racmes reelles 

Dans ce cas la racine primitive g satisfait 4 Péquation g’" == -—1. 


et comme ona 
pp'=(m:1+g)+(m: 1+ 98") + (m:1+8")...+(mit+g""'). 


il est visible qu’aucun des termes 1 + g’, 1 + g°, 1 +8", etc. ne peut 
se réduire & zéro, et qu’ainsi la période (7m: 0) dont la valeur est 
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m, ne se trouvera pas au nombre des m périodes qui composent 
la valeur de pp’. Nous ferons en conséquence 


PP = Ap — Bp’ as Cp" eis Dp” , 


A,B,C,D, étant des entiers positifs dont lasomme A +B+C+D 
==m. Cette équation et les trois autres semblables qu’on en déduit 
donnent les produits de deux termes consécutifs dans la suite p, 
Pap) pe esaNolr,t 


pp =Ap+ Bp +Cp'+Dp" 
PP =p os Bp" aie Cp" ate Dp 
P p =Ap'+ Bp” TB C P re Dp’ 
PP = A p+ Bp ve Cm + Dp’. 
i] en résulte la somme des produits de deux termes contigus, ou 


S(pp)=(A+B+C+D)(p+p'+p'+p")=—m. 


Pour avoir semblablement la somme des produits de deux termes 
non contigus, jobserve qu’on a par le théoreme de l’art. 5oo, 


ppa(mit+g)+(mir+g")+(mir+eg")...+(mir+g"y, 


et comme dans la suite 1 +g’, 1+ °, etc., on ne saurait ren- 
contrer le terme 1 + g?” ou I + g4¥ qui se réduit a zéro, il s'ensuit 
que la période (m : 0) ne se trouve pas non plus parmi les m periodes 
qui composent la valeur de pp". On peut done supposer 


pp =Fp+Gp'+Hp"+ Ip", 


F, G, H, Iétant des entiers positifs dont la somme F+-G+ H+ I=m. 
De la résulte en avancant les lettres p d’un rang , 


Dp =e ok Gp" + Hp" + Ip. 
“Avancant encore dans celle-ci les lettres d'un rang, on aura 


i) wt 


Pp p= Fp'+ Gp"+Hp+ip. 


CINQUIEME PARTIE. 201 


Comparant cette expression a celle qu’on a d’abord supposée , on 
en tire H=F,1I==-G. Donc les deux produits pp", p'p, seront 
ainsi exprimés : 
a wt a) f In 
pp =F (p + p") + G (p' +p"), 
tA), Oe ' m ” , 
pp =F e'+p')+G(p' +P), 
et on aura en méme temps F -++- G=+m==p. 

Désignons a l’ordinaire par S(pp"), la somme des: quatre valeurs 
que prend pp", en faisant parcourir a chacun des facteurs de ce 
produit le cercle entier des valeurs de p; cette somme sera égale 
a —m, comme S(pp'); mais comme les mémes termes pp”, p'p”, 
sy trouvent répétés deux fois, on aura pp" + p'p”=+S8( pp") 


== ——— 12 =—— — 1. 
(519) Maintenant si nous représentons par 
Pia Pp Ep Op ho». 


léquation dont les racines sont p, p', p", p”, il est visible qu’on 
aura P=S(pp') + +S(pp")=—2m=—3z. 
Pour trouver semblablement la valeur du coefficient Q , j‘observe 


, uw “ 


que ce coefficient égal a pp'p” +p’ p" p+ p" p" p + pp p' est repré- 
senté par le seul terme S( pp'p’'). Or si on met la valeur de p p' sous 
cette forme 


pp =—C- (A—C)p+(B— Cp’ +(D—C)p",, 
et quon multiplie chaque membre par p’, on aura 
ppp =—Cp+(A— C) pp" + (B—C)p' p" + (D—C)p"p"". 


Cette équation en fournit trois autres semblables et la somme des 


quatre donnera S(pp'p”) ou 
Q=—CS(p”)+(A—C)S(pp")+(B—O)S(p'p") + (D—C)S (p"p”), 
or on a 


S(p=S(p)=--1, S (pp") = S(p'p") = S (p"p")==—m; 
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done 

Q=C—(A+B+D —3C)m=C—m(m—4C) =nC—m’. 
On peut aussi mettre la valeur de pp’ sous la forme 


pp=—D+ (A—D)p + (B- D)p' + (C—D)p", 


et multipliant de part et d’autre par p”’, on en déduira /(p p’p’), 
ou Q=nD—m’; done D=C. 
Une troisieme valeur du coefficient Q peut se déduire du produit 


Pp quon mettra sous la forme 
pp = G+] Giger); 


puis multipliant de part et d’autre par p' et formant les trois autres 
produits semblables, on déduira de leur somme Q=7n G— m’, done 
Ge_C. 

Par ces résultats les valeurs des produits pp’, pp”, deviennent 


pp’ =Ap+ Bp’ + Cp" + Cp” 
pp'=—C+ (p—2C)(p +p’). 


De la seconde on déduit la valeur de p' p’”, laquelle étant multipliée 


ltl TT 


par celle de pp”, donne pp’ p"p” ou 
R=C + C(y—2C) + (y—aCyS(pp'); 
et puisque S(pp')==—™m, on aura 


R==C + (p—20)C—a2y(u—2C), 


ou R==7p’ —n(C— yp)’; léquation qui a pour racines les quatre 
valeurs de p est donc 

ee + p— % up” + (4p?—nC) p a srt —n(C— =p) == O. 
Aunsi il ne reste plus qu’a déterminer le coefficient C. 


(520) Pour cela multiplions par p' Ja valeur de pp”, nous aurons 


U “ 


en substituant les valeurs linéaires de pp et p'p": 
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ppp ==—Gp'+ 2(n—2C)p'’—2C(p—2C) 
+(u—a0)(4—O)p+%—20)(B—O)p. 


Multipliant de part et d’autre par p!" et réduisant le second membre 
en termes linéaires, on aura 


PPP Pp =([2(u—2 CY —C)[C(p+p") + (p— C) (p'+p”)] 
+ (1 —2C)(A—C)(Ap” + Bp + Cp'+ Cp’) 
+ (w— 2C)(B—C)(Ap"+ Bp” + Cp + Cp’) 
aaa Clu aCe. 


J.e premier membre étant une fonction invariable dep, p', p”, p’”, le 
WIS 


second devra se réduire a la forme M(p + p'+ p' +p” ou—M; 
de 1a trois équations qui conduisent a Ja seule condition 


(A—CG) + (B—C)'=2€. 


Et puisqu’on a d’ailleurs A + B+ 2C=2y, ces deux équations 
en donnent une troisiéme, 


n=(8C—4p--1)' + 16(B + C—»)’. 


Cette derniere suffit pour déterminer C et méme B; car le nombre 
piemier 7 étant de la forme 84+ 1, on aura toujours d'une seule 
- maniere n= a’ + 166°; ainsi on devra avoir 8C —4n,—1=+a, 
et B+ C—y=£6, ce qui donne 
Gee 4pticta 
8 b] 

valeur quien prenant a avec le signe convenable sera toujours un 
entier. ; 

Ainsi étant danné un nombre premier n de la forme 84. + 1, on 
pourra toujours former a priori ’équation du quatriéme degré qui 
a pour racines les quatre périodes p, p’, p",p” + ce qui permettra 
de décomposer en général le polynome X du degré 4m, en quatre 
facteurs du degré m correspondants a ces quatre périodes. 


(521) On peut remarquer, au reste, que 'équation du qnatriéme 
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degré en p est facile & décomposer en deux equations du second 
degré, Pune p? —ap + 6==0, qui donne les racines p et p”, autre 
p?—yp + &=0 qui donne les racines p' et p'. Kn effet, pour de- 
terminer les coefficients «, €, y,5, 0n a les équations 
2==p +p’, 6=pp =—C + (4—2C) a 
y=p +p", d= pp" =—C+ (v—20)y. 
les deax equations du second degré seront par consequent 
p —C-—a(p—p+2C)=o0 
p—C —y(p—p. +92 C) == Gy 
H reste 4 déterminer « et rae ON aa + y= p +p +p +p =-- 1, 
et ay==pp' +p p+ pp +p" p=— 2p. Done « et y sont les deux 
racines de Péquation , 
yey 2205 
Vou Pon tire «=—5 +iVn, y=— 3 — an. On peut verifier 


en effet @apreés ges valeurs que le produit We deux équations preé- 
cédentes , savoir 

(p> — C) = (p’ a C) (pP— vw. a 2 C) —= 2p (p—vp. SUS aC q 5 
se réduit a Péquation deja trouvée 

Pi+p— 3p + (Ap —-nC)p + 4y--n(C —ipy=o. 

(522) Connaissant une racine de cette equation , désignée par p , 
on trouvera les trois autres p’, p",p"”, exprimées chacune par une 
fonction de la forme «+ 6p + yp’ + 5p’. Mais dans le cas présent 


On aura Une expression encore plus simple de CCS racines au moyen 


des formules sutvantes qui résultent des formules démontrées 


We ey Ga cin 
Be eo a ned ee 
pa pte A 
0 OF (2 Op. 
= p+aG—p 


Quant aux valeurs de A et B qui entrent dans ces formules, elles 
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se deduisent des equations A =p — C= b, Ba=pC +4; valeurs ot 
le signe ambigu n'a autre effet que de changer a la fois A en B et 
pen p’. On peut done former pour tout nombre n= 8» + 1, une 
equation du quatriéme degré, telle que le développement dune 
racine en fraction continue donnera immeédiatement le développe- 
ment des trois autres racines. Voici un tableau de ces equations 
pour tous les nombres premicrs moindres que too, dela forme 


Su. 1 Ge 


n IM QuaTion EN p Coe\sAs iB 
17 o=pi+pi—6p?—p+t I iO) 
4t o==p'+ pi —15p’ + 18p— 4 2 4,2 
73 o=p' +p —27p? —4rp-+ 16 5 6,2 
8g op '+p'—33p? + 39p+8 5 8,4 

5 8,6 


97 opi + p* —36p? + o1p— 61 


Quatriéme cas. n=5m +1,4=5. 


(523) La période (5m: 1) représentant la.somme des racines de 
équation Xo, se décompose en cing périodes de m termes, 
savoir: (m: 1), (m:g), (m:g’), (m: g’), (i g"), que nous désigne- 
rons par p, p’, p’, pp”, respectivement, et dont les valeurs déve- 


loppees sont : | 


PH le) ele) 

P =(g)+(8") +(g").--- # (EP) 
13 (gel ee oh Oa ea ee ge 
Bee ea PN) aches) 
p" =(g/) + (g°) + (g").-- Fg"). 


Pour avoir l’équation qui a pour racines ces cing valeurs de p, nous 
considérerons d’abord les valeurs générales des produits p p', pp, 
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dot se déduisent les valeurs des produits deux a deux des racines, 
partagés en deux séries , comme il suit : 


p pl =Ap+Bp'+Cp'+Dp"+Ep™, p p'= Ap + Bip’ + Cp'-+D' p"+ Bip" 
p p" —=Ap'+Bp"+Cp"+Dp’-+Ep, p pl =A’ p'-+ Bip" +C p+ D'p"-+E'p 
pi p= Ap" + Bp"+ Cpv-+-D p+ Ep, p"p*=A'p'" + Bp" + CUlp"+ Dp +Ep 

p"ps== Ap" +Bp"-+-Cp-+Dp'+Ep", p"p =A'p"+ Bip"+ Cp + Dip +k p 
p™ p= Ap"+Bp+Cp'+ Dp" +Ep", pp’ = Ap" + Bp+Cp'+Dp'+Ep’. 


Dans ces formules les coefficients A, A’, B, B’, ete. désignent des 
entiers positifs ou nuls, tels qu’on a 


m=A+B+C+D+E=A+B+C+D+E, 
et puisqu’on a toujours S (p) = — 1, l’equation enp sera de la forme 
o=p + pi+ Pp'’—Qp' + Rp—a. 


(524) La question est maintenant de déterminer les coefficients 
P,Q,R, 2, d@aprés la seule connaissance du nombre premier ‘7 de 
forme 5m + 1, afin d’obtenir des résultats analogues a ceux des 
cas précédents. | . 

Onaurad’abord S(pp')=(A+B+C+D-+E)(p+p' +p’ +p” +p") 
==— m, et semblablement S ( pp’) = —m, ce quidonne P =S( pp’) 
+ S(pp)=—2m, et S(p?)=(Sp)— 2P=14+4m=n—m. 

Multiphant par p" la valeur de pp’, on aura 


pp p=App + Bp p+ C(p') + Dp” p'+ Epp’. 


Avangant successivement les lettres p d’un rang, on formera quatre 
autres équations semblables , et la somme de toutes donnera.. .. 
S(pp p )=(A+ B+ D+ E)(—m) + C(n — m)=nC— m’. Si on 
multiple semblablement la valeur de pp’ par p™, on en déduira 
S( pp p")=n E— m’; mais S (pp'p™) est la somme des cing mémes 
termes qui composent S(pp'p’); donc on a en général E=C. 

Une autre valeur de la méme somme se trouvera en multipliant 
pp’ par p', ce qui donnera S(pp'p’)=nB' — m’, done B2=C=E. 

On peut trouver semblablement trois expressions de la somme 
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S(pP' p!")=nD—m’; la seconde en multipliant pp” par p', donne 
S(pp'p'") =n — mv’; le troisiéme en multipliant par p la valeur 
de p' p'" donne S(pp' p'") =n D'-— m’; done D'=E'=D. Par de 
semblables procédés on trouvera 


S(p’pj=nA—m, Sp p\)=nA'— nv 
S(pp?)=nB—m’*, S(pp?)=nC'—m. 


Cela pose les valeurs générales de pp’ et pp" deviennent 


p= Ap ob Bp’ -+ Cp’ + Dp’ + Cp” 
pp = A'p+ Cp'+ C'p"+ Dp”+ Dp"; 


de sorte quil ne reste plus que six coefficients indéterminés A, B, 
C.D, A’, C’, entre lesquels on a les deux équations 


A+B+2C+ D=m 
A'+C'’+ C+2D=—m. 


My 


Ensuite puisqu’on a trouve S (pp'p")=rnC—m’etS (ppp) =nD—m’; 
la somme de ces deux quantités étant la somme de tous les produits 
des racines p prises trois a trois} on aura 


Q=n(C + D)—a2m’. 


(525) Pour trouver d’autres relations entre les coefficients qui 
restent a déterminer, je mets d’abord la valeur de pp’ sous cette 
forme 


pp=—C+ (A—C)p + (B—Q)p'+ (D— C)p". 


Multipliant ensuite par p" et réduisant les produits pp", p'p" ,p” p" 
en valeurs linéaires, j’al 


mw 


ppp =—Cp + (A —C) (A'p+ Cp’ = 'p' + Dp + Dp") 
+ (B—C)(Ap' + Bp’+ Cp’ +- Dp*+ Cp) 
+ (D—C)(Ap’ + Bp"+ Cp" + Dp + Cp’). 


408 THEORIE DES NOMBRES. 


A . . . “ « vy 
De méme si on multiplie par p la valeur de p’p", on aura 


pp p= Cp +(A—C) (Ap + Bp' + C p+ Dp’ + Cp”) 
—- (B—C) (A'p ne Cp'+ Cp” + Dp + Dp") 
+ (D—C)(Ap*+ Bp + Cp’ + Dp” + Cp”). 


1 ‘ . a ] 
Comparant ces deux valeurs on trouve que les coefficients de p’, 
p'", p", sont identiques et que les deux autres conduisent ala méme 
équation de condition, savoir : 


(A = - B) Mo=C—C(A + 2B--N +1) +A’+ BD--D’. 


Enfin si Pon cherehe deux valeurs linéaires du produit pp’ p”, Pune 
en maultipliant pp! par yp”, Pautreen multipliant pp” par yp’, la com- 
paraison des deux expressions conduira a une nouvelle equation 
de condition, savoir : 


\'C’==-—- A B+ (A + B— Dy + C’?— CD + D* —C—D. 


Mautres tentatives faites sur la comparaison des valeurs @un pro- 
duit de quatre lettres mont produit aucun résultat, ainsi nous 
avons, pour déterminer les six inconnues A, B,C,D, A’, C’, que 
les deux ¢quations précédentes jointes aux deux déja trouveées, ce 
qui laisse le probleme fort indéterminé. Cependant nous verrons 
quen mettant sous la forme convenable les deux derniéres équa- 
tions, on en pourra déduire soit une solution déterminée du pro- 
bleme, soit deux solutions dont la difference ne se rapporte qu’a la 
multitude des valeurs qui peuvent étre prises pour Ja racine primi- 


tive @, et qui v’influe pas sur les cocfficients de Péquation en p. 


‘Ha6) WW vous reste d déterminer les coefficients R et Q de cette 
equation. Pour cela reprenons la valeur trouvce ci-dessus pour ppp. 


que nous mettrons sous la forme 
PP Pp =M+M'p+M"p' + MD", 


ou lon suppose 
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M =(’?+CD—D(A+ B=C + 3CD4D'—mD 
M' =A'(B—G) + (A—C)(A—D)4C— BC —C 
M”’=(A — D)(B— D)—(C— D) 

M"=C'(B — C) + A(C—D) + D(D— B). 


wi 


Si on multiplie par p" la valeur de pp'p”, et qu’on applique le 
signe § aux deux membres, on aura S(pp'p’p”) ou R==—- M + 
(M+ M"+ M”)(—m). Maisl’équation pp'p"=M + M'p+M"p'+M"n” 
donne S(pp'p”)=5M —M’—M’— M”=nC—m’; done. .... 
M’+ M’-+ M"=5M—7C + m’, et par conséquent 


R=mn(C-+ D)—n(C + 30D + D*)— mi’. 


Pour avoir la valeur du dernier coefficient Q2=pp'p" pp, je mul- 
tiplie par p” p" la valeur de pp'p”, et appliquant le signe S aux 


! ft PE 


deux membres, j'ai S{pp'p" pp") ou 
45 Q —M S( pp") 4- M' S( ppp”) ya M'S(p'p’’p") we M"S( ppp"). 


mw 


Substituant les valeurs connues S(p!"p")= —m, S(pp!" p") = 
S (ppp )=nC—m’, S(pp"p")=S( ppp )=nD—m’, S(p"p'p") 


==S(pp'p")=nC —m’, on aura 
5Q=>—m M+ (M+M"") (nC — m’)-+M" (2 D—m’), 
d’ou lon deuuit 29=; (n W — m‘), en busin 
W=—C’*+ mC(2C + D) —2C?+ (A + BY OC + D) 
+ (AB+2CD)(D—C). 
Ainsi il suffira de connaitre les quatre coefficients A,B, C,D, ou 


seulement trois d’entre eux , puisqu’on a A+ B+20+D=m, et 
l’équation du cinquieme degré en p sera entierement déterminée. 


(527) Pour procéder maintenant a la détermination de ces coet- 
ficients, j’observe que les équations du n° 525 peuvent étre mises 
sous cette forme 


IL. A 


210 THEORIE DES NOMBRES. 
16n==50(A'—C’) + 50(A—B) + 125(C—D)’ + (25€ + 25D—2n—-2)’ 
(A —BY—2(A—B)(A’—C)=4C + 5(C — DY —(C—my. 


Soit C+D—=—a, C—D=b, A—B=y, A’—C'=z, on trouve 
dabord par la premiere equation que les limites de a sont 


a>=(n-+1 2 n), a<a(n+i+2Vn). 


Il fandra donc essayer successivement pour @ tous les nombres entiers 
compris entre ces deux limites. Puis faisant 8a—(5a—a2m)'=F, 
on aura l’équation 7° +2’=+(F —56*); ainsi pour chaque valeur 
de a, il faudra prendre b de méme espéce que a et <W FF; il 
faudra de plus que le nombre + (J — 5 4”) qui est la valeur de y+ z’, 
ne contienne pour facteur aucune puissance impaire d’un nombre 
premier 47— 1. Ces premieres conditions étant remplies, on aura 
une ou plusieurs maniéres de déterminer les valeurs de y et z, et 
il ne restera plus qu’a satisfaire a ?équation G=y*?— 22, dans la- 
quelle on aG=4C + 50*>—(5C— my et C=: (a+ 8). 

(528) Exempre I. Soit n=41, m=8, les limites de a seront 
a>2.3,a<4.4; donc les valeurs a essayer sont a=3,a=4. 

Soit d’abord a=4, on aura F=32— 4’= 16; 6 pair et < “4; 
donc b=o et y’ + z’=8. On satisfait a cette équation en prenant 
y=2,2=+ 2 (car on peut se dispenser de faire y==—- 2, ce qui ne 
donnerait pas un résultat different de celui que donne y= 2). Par les 
valeurs a=4—C+D, b>=o—C—D, on obtient C=D=—:2, 
G=4C+ 5b? —(5C—my=4, mais alorsléquation G=y— 2yz, 
qui devient 4 ==4 + 8 n’est pas satisfaite; donc Ja valeur a= 4 ne 
peut avoir lieu. 

I! reste a essayer la valeur a=3 qui donne F= 23, 6 impair et 
<+S; par conséquent b=1; dela y’ + 2=g, ce qui donne les 
deux solutions y=3, z=0, y=o 2= + 3. La seconde ne satisfait 
pas équation G=y’ — 2yz, ou on a G=— 32; ainsi la premiére 
devra avoir lieu. En effet les équations C+ D=3,C —D=1, don- 
nent C=2, D=1,G=8+ 5—-4=9, et puisque »=3,z==0, on 
a aussi y°-—2y72=9=G. 
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On a done pour seule solution les valeurs C—=2, D=1,A+B 
=m —2C—D=3, A—B=y=3; doh A=3, Bo; caleulant 
daprés ces valeurs les coefficients Q,R, 2, I’équation en p, pour 
le cas de n= 41, sera 


pe + pi— 16p’ i 5 p* + 21 p-—-g=0. 


(529) Exempre II. Soit n =641,m = 128, les limites de a étant 
>; (642 + 2-641), on devra faire successivement a= 48. 49 , 50, 
51, 52,53, 54,55, et pour chaque valeur de a prendre la valeur de 
b de méme espéce que a et plus petite que “(+ F). On verra en- 
suite si 4 (F— 5d”) qui est la valeur de y’ + z’, peut se décomposer 
en deux carrés , ce qui exige quil n’ait pour facteur aucun nombre 
premier 47 — 1 élevé a une puissance impaire. Cette condition étant 
remplie , il restera a voir si la condition G=y* — 22 est satisfaite. 
Voici un tableau qui contient le détail de toutes ces opérations. 
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<. 4 ESR EIT 


b, C, D 5 a —~272 
0,24,24 
2,25,23 | 
4,26,22 : 
ai 
L209 .941 
3,26,23 4gcmcraa 
9,27)22 9=. 48 t 
7 AGS 9-5 14 at 
| So } 9,29,25 [: 
| 226,24 j 
4,29,23. 2 
| G,28,22. | | 
8,29,21 
1} 5a. 126,05. | 
3,27,24 100-180 
5,28,23 
7,29,22 
9,30,21 i 
1002200 
t| 52 | 0,26,26 | 400 1965. 56 | 
4= 56 


2,27,25 
4,28,24 144— 96 (solution) 
16 96 

6,29,23 

8,30,22 ee _ 

§| 53 1,27,26 | 343 14452120 

é 3,28,25 dorerfo 

A 5,29,24 100-7 60 

} 730,23 e 


5A }. 0,297,297" (236 
2,28,26 
4,29,25 
; 6,30,24 


55 1,28,27 79 
3,29,26 


CINQUIEME, PARTIE. 213 

On voit par ce tableau quil n’y a qu’un seul cas ou l’égalité 

G=y— 22 soit satisfaite ; cest celui ou Yon a C= 28, D= 24, 

A+ B=m—2C—D=48, A—B=12, A=3o0, B=18. Caleu- 

lant par ces valeurs les coefficients Q, R, 2, ona Péquation cher- 
chée pour le cas de n= 641, 


p+ pi — 256 p* — 564 p’ + 5328 p —5120==0. 


Remarquons en général que plusieurs solutions peuvent conduire 
au méme résultat, parce que les coefficients désignés par A,B, 
C, D dependent de la racine primitive g qu'on a choisie pour les 
former ; mais tous les changements se borneront a ce que la permu- 
tation ait heu entre C et D, ce qui changera en méme temps A et 
Ben A’ et C respectivement, de sorte que A— B deviendra A’— C’ 
et réciproquement. Les valeurs des coefficients Q et R ne changent 
pas par la permutation entre C et D; quant au coefficient Q, on 
peut dans son expression changer simultanément Cen D, DenC, 
A +Ben A‘+C’ on m—2D-—C, et AB en A'C;; car les deux 
expressions étant égalées entre elles, on obtient l’équation condi- 
tionnelle 


AB+A'C =m’ —(4m+1)(C+D)+50°+7CD+5D’, 


que nous avons deja trouvée (n’ 525). 
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he) 
= 
— 


S (Ul. Application de la théorie a des exemples numériques. 


Exempie [. n==7. 


(530) ibe plus petit nombre qui satisfait a Péquation 2+ 1= (7), 
etant g==3, il faudra former la série des puissances de 3 en rejet- 
tant les multiples de 7; cette série est 1,3,2,6,4, 5; ainsi les puis- 
sances de r qui forment les six racines de l’équation X==o ou 
+ w+ af + a+ 2+ x+1==0, devront étre rangées dansl’ordre 
r'jr,r,r’,ri,r’. Leur somme compose le période de six termes 
désignée par (6:1) ow par (1,3,2,6,4, 5). 

Cette période se decompose en trois de deux termes (2: 1), (2: 3), 
(2: 2), que nous désignerons plus simplement par p, p', p”, et dont 
la valeur est 


Pp —y' a re 
p= 
Pah cer. 


De la on tire immédiatement, en observant que r7=1, 


ppa=r+r +7 +re=p' +p 


tA aise ala Pda) eas! Gh. 
PpHr+rt+r+r=p +p’, 


ce qui donne d’abord S(pp')=2(p +p’ -+p")=—2. Si ensuite 
on multiplie la valeur de pp’ par p", on aura p p'p"=p'p” + (p" = 
p+ptri+ta+r=2+p+p'+p"=1. Donec léquation du 
troisiéme degré dont les racines sont p, p', p', est 


pP+p—ap—1=o. (A) 


Cette equation dont les trois racines sont réelles étant résolue par les 
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; werad yaks ah 
regles ordinaires , on connaitra les quantités p == r++ 7° == 2 cos.——, 


4 


; ‘ 6kr toa 
psar ari = Th er , Perro eee. Jusque laf 
ix 


est un nombre a volonté non divisible par 7; si on fait /== 1, les 


aa eee aan ke 27 ' 67 T " 4n 
races seront P ==24 eee? pP — Se aoa tk, 2 COS. ~ »pP =205.-— 


3 phat: on So abl 
—=-—-2 i er la prennere étant positive, les deux autres negatives 
. . . a8 y . 2 
Ainst la racine positive de l’équation (A) sera ia valeur de 2. cos.-= ; 


okt , . « rye . 277 . 2 
d’ou Von déduira immédiatement la racine r= cos. ae Y—rsin. — 


< 


? 
ensuite les cing autres racines de léquation Xo seront détermi- 
nées par les puissances successives 7’, r3,r4, 7°, r°. 

Une racine de Péquation (A) étant connue et désignée par p, on 
en déduira les deux autres par une formule rationnelle, comme il 


suit: 
p =p —2 Pe, hae 
i-+ p 
peat EY en eer 
D 


] 
C'est ce qui s'accorde avec les valeurs trigonomeétriques de ces ra- 
cues. 

Au reste cette solution, pour le cas de n==7, est entiérement 
semblable & celle qu’on déduirait des méthodes ordinaires. En eftet. 
equation X =o étant du nombre de celles qu'on appelle récipro- 


. I . 
ques, ou dans lesquelles on peut substituer = au lieu dea, on peut 


4 = ; GQ ai ree . 4 . ~ = 5 ~ sed 5 . 
la réduire au troisieme degre feai ia substitution a? + ¢—=zax qui 
donne immeédiatement 


B+ Z——- 9% =-1==0; 
équation qui est la méme que Péquation (A), et dont nous avons 


donné ci-dessus (n° 105) la résolution numeriqne par les fractions 


continues. 
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Exempue [[. n==11. 


(531) Prenant dans ce cas la racine primitive g== 2 qui satisfait 
a léquation g°=:-— 1, on formera par les puissances de a, la série 
des dix racines de l’équation X =o, ce qui composera la période 
(10: tou (1;2,4,8,5,10,9,7,3, 6). Cette période se décompose 
en cing autres de deux termes, savoir: 


PT AT WSS! Heap cer en eet pear 


et ces valeurs donnent immédiatement les équations p?=2 + p‘, 
PP=pt+p", pp =p’ +p", dou Von déduit toutes celles qui 
expriment en valeurs linéaires les produits de deux dimensions , 
savoir : 


Hoa ER TP Pen eps st “gee Fi 
| liar at Aaa 8 Zi toed ite 0: ap nt 8 
iis eae Mae i stil hag haw MRM ed heed ap vy 
see + p™ pipe =p” + p! Pp ae +p" 
pe — 9 +p pp =p +p" pp =p" + pl". 


Ne ces formules on déduit les valeurs de quatre racines exprimces 


en fonctions de la cinquiéme, savoir : 


p =p —? 

P= ap hs 

p’=p—3p 

Pp =p op +p. 
Substituant ces valeurs dans Véquation o=1 + p+ p'+ p+ p*. 
on a léquation du cinquieme degre , 


p+p—4p—3p'+3p4+i=1; (A) 
: : 27 4k bon 
dont les racines doivent étre 2 cos.—, 2c0s.-—~, — 20s. , 


3 ere oe ; 
— »¢08.— , —2cos.—. Ainsi la plus grande des deux racines po- 
tt It 
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sitives de cette équation sera la valeur de 2c0s.=—; on en déduira la 


r=COS. “= +Y—I sin. , et de la les neuf autres racines de l’équa- 
tion X =o. 

Nous avons suivi la méthode générale pour parvenir au résultat 
précédent, mais on y serait parvenu plus simplement en faisant la 
substitution 2* + 1==pa dans léquation X =o. 

Jusque 1a on ne voit pas quel est l’avantage de la nouveue mé- 
thode dans la résolution de I’équation 7” — 10; cet avantage se 
fera mieux sentir dans les exemples suivants. 


Exempce II}. n= 13. 


(532) D’aprés la racine primitive g== 2 qui satisfait a léquation 
g°==—I ou g° + 1==20 (13), on formera la suite des exposants 
de r dans lordre 1, 2,4, 8, 3,6, 12, 11,9, 5, 10, 7, quisera celui 
des puissances égales aux racines de l’équation X =o. Ces racines 
prises de trois en trois, formeront trois périodes de quatre termes 
que nous désignerons comme il suit, en nous bornant a indiquer 
les exposants des puissances de r qu’elles contiennent 


Poe a Naty O51 25D) 
Pp =(415)—=(@, 3,11, 10) 
p"=4:)=64,5,9,7); 


on tire de la par le théoréme de l'art. 500, 


pp=ptap+p=—it+p 
p44 p'+2p"=3—p + p". 


Chacune de ces équations en fournit deux autres, mais il suffit de 
les combiner avec l’équation ordinaire o= 1+ p+p +p", pour 
en déduire 


p+p—4p+i=o. (A) 


" a? . . . ‘ , . ° . fies 
Crest equation qui servira a déterminer les trois racines p, p',P ; . 
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connaissant une de ces racines désignée par p, les deux autres se 
trouveront ammeédiatement par les formules 


I 
(= Sa app 
=) pay 


P= =! =P + p— 3. 
laa fe 


f) faut matntenant subdiviser chaque période de quatre termes en 
deux autres de deux termes (1), savoir : 


pP =" +g" | q SS oie ie r”? 


G a8 fo a 
G =SB= ar 
Ge eas LO) a ea 
f=: g)ar+r 
coa(Grr a) a7 as 


p ==1)/ Se 


(Piet 


On trouvera d’ailleurs les produits gq” = q""+ g@=p",7 7° =p:> 
q" g’'=p’'; dou il suit que 


wt 


q et q” seront les racines de l’équation g*—p q+ p'’=o 

q et” f—P diy e0 

qe aad Gil can 
Au reste il est aisé de voir qu’en prenant pour p” Ja racine négative 
de l’equation (A), ’équation q’ -— pp q+ p" =o aura les deux racines 


27 nm 3m ; oe . 
q = 2008.3 > J” = — 2.008. —z 5 avec laracine positive g on formera 
’ / ‘ . 2 . Qn 
une racine de Péquation X ==0, savoir: w=cos.— + |“ —1sin.~4 


1 row 


(1) On remarquera dans la notation des indices de g, le méme ordre qui serait 
suivi, si, dans la période (12: 1) ou (1, 2, 4,8...10.7) comprenant toutes les 
racines , on prenait les termes de six en six; ce qui domnerait la suite des périodes 


de deux termes, g—=(1: 12), g/==(2: 11), etc, Rien par conséquent n'est arbi- 
traire dans cette notation. 
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laquelle donnera toutes les autres par ses puissances successives 


Vy as rt, af bel 


Su ne s'agit que de la division de la circonférence en 13 parties , 
} - ty a7 ‘ A , ‘ ve < 27 | 
il suflit de connaitre la racine q = 205.3, ce qwon obtient, con- 


lormement a la théorie générale, par la résolution de l'équation (A) 
dir troisiéme ale et par celle de [équation da second degré 
yo —py +p": 


Rxumpre TV. == 07. 


(333) D la racine =3 qui satisfait a Péquati 
J apres a racine primitive SS qu satisfait a Pequation 
g 4 1= (17), les puissances de r qui sont les racines de Péqua- 
tion X =o. Tes étre rangées dans lordre des exposants 


Pe sO, tay Teds, 1 LAR yee 280. 


Ces racines se décomposent en deux périodes (8: 1), (8:3), dont 
les valeurs sont, en indiquant seulement Jes puissances de r par 
leurs exposants , 


p=(s: j= (1 speger aise we) 
P p> Fs ato NN Cue ar ee , Ie 2s 6). 


Ces valeurs donnent p p'=(8:4) + (8:11) + (8:6) + (8: 12) + 
(8: 15)+ (8:8) 4-(8: 13) + (8: 7)=4p+4p'=—A4; donc les deux 
quantités p et p' sont les racines de Péquation p+ p ~— 4=o. 

I] faut ensuite décomposer la période p ou (8: 1) en deux autres 
de quatre termes (4:1), (4:9), que nous désignerons par q et q"; 
de meme la période p' on (8:3) en deux autres (4: 3) et (4: 10) que 
nous désignerons par q et q’, comme if suit: 


To, 10,4) 


pH=qat q’ in zal 
irl tipo uty Oe 
pale Pie ery a 
fe Og lan he Oy) 
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Il en résulte gg’ = (4: 10)+ (4: 16) + (4:9) 4+ (4:3 =q'+qg +: 
f+ ¢ =p + p=— 1, et semblablement 7 q"—=— 1. Done 
q et q” sont les racines de l’équation q?—p g—1t=o 
(mek a 4 (—pPY—-1=0. 
Entin chaque période de quatre termes se décompose en deux auttes 
de deux termes que nous désignerons comme il suit : 


ji =r +7" 
q soe Sates Say Ah 


Gg 2 Et | 


f . fer Br 
q —t is "ate 


us "1 <hr Cc. =r" 4-7? Of eat 2 my 
q ==t rye tv —pr"' + rf et =4 , &—q c+ 4 = G. 


(534) Dans la résolution de ces équations trois ambiguités sont 
inévitables (1), savoir: une dans la valeur de p déduite de l’équa- 
tion p* + p— 4=0, une dans la valeur de qg déduite de l’équation 
qg' —pq—1= 0, et enfin une dans celle de ¢ deduite de l’équation 
¢—qt+q =o. Ul en résulte huit valeurs différentes pour ¢, ce 
qui est conforme a la nature des choses; car ayant en général. . 


akn 
—, on 
17 


peut donner a f les valeurs 1,2,3,4,5,6,7,8 a volonte, ce qui 


2kk ~ ake P 
r= COS; ach +) —1sin. — , et par consequent ¢ = 2. Ccos. 


donnera pour ¢ les huit valeurs 
4t 


27 6n 8x 10% 127 
PCOS. =e COS — 2 COS.-——, COS. a CONS — — a COS. ——— 9 
17 17 I 17 17 


147 
2-COS. —— , 2 COS. — 
ay 


(1) Lin’y pas d’autres ambiguités a craindre, parce que p étant déterminé, on 


en déduit p’—= —1—p;q étant connu, on en déduit les trois autres 9‘, 7'’,q'"’, 
qui peuvent s'exprimer cn fonctions de g; de méme ¢ étant connu, on en peut 


déduire t’, t’', etc. 


x 
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Il n’'y en a pas un plus grand nombre, parce que 17—~A et en gé- 
néral 172+ & donne le méme résultat que f. 
Pour obtenir des résultats numériques; on peut faire d’abord 


4 akn : 
t= 208. , » désignant l’arc 77 ce qui donnera 


Poe at0sn,, == aGOsssu, fa cosige, f° == 2c08: 76 


Fe COs foe, 2 =<200S! Ow, Lara COS.05 w, | f= Cosh oe. 


Ces valeurs substituées dans celles de g donneront 


q ==2008.0 + 2¢08.13@ = 40s. 6008.7 
q =2008.30 + 2.005. 5H ==4c0s. wos. 4 

q’ = 2008. go + 20s. 15a= 4 cos. 30S. 120 
q” = 2.C0S.7 o + 20S. 11 w= 4 COS. 20 CO08.9 o. 


Enfin on conclut de celles-ci : 
P =4 cos. 6 wc0s.7 o + 408. 3000S. 140 
P =4cos.0cos.4a + 40S. 2 0008.9. 
(535) Ces formules ont lieu sans supposer aucune valeur parti- 
o* . . . 27 A 
culiere ak; soit k—=1, ce qui donne amirer. alors on reconnait 


immédiatement et sans calcul, que q et q’ sont positifs, g” et g’” né- 


: * 3n a7 6% 7% 
gatifs; on aen méme temps p= 4 cos. — cos.—— 4 cos.—cos. — , 
17 17 17 17 
/ 2% 8x T 4m ; 
et p’ = 4cos.—cos. —— 4cos.— cos. —, ce qui prouve que p est 
17 17 17 17 


positif et p’ négatif. Ces signes suffisent pour diriger la solution de 
maniere a éviter toute ambiguite. 
En effet p et p’ étant les racines de l'équation p’ + p—4—=0, on 
en tire 
Peat 17, pes al yy, 
ensuite l’équation qui donne q et q” étant g’—pq—1=o, onen 
tire 


Gq=iPp+iV (p+ 4), q =7p—wW (p+), 


soit pour abréger «=17 et 6 =)(2 «’ 2 «), on aura g=4(a—1 +6) 
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q =)(a—1—6). A légard de q’ qui doit étre positif on peut le 
déduire de l’équation g?— p'¢-— 1==0, qui donne 


f=iP tV GP + = i[—2 + (20 + 29) 


Connaissant g et q’, (équation ? — qt + q’ =o, quia pour racines 
Stree OF ae 3 

t—»cos.—, t’= 2cos. —= 2sin.;,, donnera 
I 17 34 


cos. iy + VP A= ala 1 +6) + [a + 3) e—38)) 
a 


as qT 7 I ieee \ « ; me tey1 

Sin. 34 s— ra | —il’ (¢—4q J=4 (a Sa Se 6)—+[(a +3) (a—+6)]. 

Ainsi au moyen de trois extractions de racines carrées, on aura la 

Tv é 

ayy 
AG: , la A ’ 

2 (1 —cos. =") , carré du coté du polygone de 17 cotés. On aura 
Ly | 


valeur de 2sin. oté du polygone de 34 cotés, et celle de 


A » oT ° 25 
et meme temps par la formule «= cos. = +)—1 ee » une ra- 


y 
eine de l’équation X =o; laquelle servira a déterminer toutes les 
autres. 

(536) Sil s'agissait de résoudre l’équation 2”°7— 1= 0 ou de diviser 
la circonférence en 257 parties égales, le probleme ne serait guere 
plus compliqué que celui qu’on vient de résoudre ; il y aurait seule- 
lement quatre équations du second degre de plus a résoudre, de 
sorte que le polygone de 257 cétés pourrait s'inscrire géomeétrique- 
ment comme celui de 17. Il en est de méme du polygone de 2 + 1 
ou 65537 cétés, qui est inscriptible géométriquement, ainsi que 
ceux de 2" et de 2"°-—1 cédtés, puisque 2‘°— 1 = (2'—1) (98 + 1)= 
2008207 Sl a ye 

En effet, si sur une circonférence donnée C on peut construire 


, , A I B, } , , 7 is . Fs ‘ 
l’are egal a = C et l’arc egal a oe C, leur différence sera C, et la 
: d 


a 
oh 
I A 
C. De méme con- 


moitié de cette difference donne lare égal a = 


a5 
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. ’ , . I A ? , . 
naissant cet are et are égal a Saat on connaitra Pare égal a 
. *) 4 
t I 2 1 SP 4 
( 5 =) C ou =p GC, dont la moitié est sous-tendue par le 
maa.) vase 255.459 


coté du polygone qui a 65535 cétes. 


ExempLeE V. n=4). 


(937) En mettant n—1 sous la forme 8 x 5, nous formerons 
Wabord léquation du cinquiéme degré quia pour racines les périodes 
Jit On 8) Ne Oo) A183 et) es pra (82 27) pS (Sees) Les 
racines simples comprises dans ces périodes sont déterminées comme 
il suit, @apres la racine primitive g == 13 (1) qui.satisfait a Péqua- 
tion g++ 1==M (41), ou simplement g”==— 1, sans qu'on ait 


aot— 


=—1 
le 0 Oe, 2) 
Pa 1G) 2 g002 15 25,50, 0123) 
FS Cel ie Wels). 3] ina ery alae ©) 
P= QAVIO SIT, 0 O17, Ol, 50,00) 
ie A 20292105 ON te TQ). 


De la on tire par le théoréme de l’art. 500 Jes valeurs linéaires de 
PP spp ,p, et celles qui en dérivent, comme il suit : 


pp =3p +2ap +p" +2p" p p=ap +2ap +ap" +p" +p" 
Pp p=3p +2p +p" +2p po pap +ap" +2p" +p" + p 
pp =3p" +ap +p +2p pp 2p +ap +ap"+p +p’ 
PO pi=3p'+ap +p +2ap pp =2ap"+ap +ap +p +p" 
P’p =3p"+ap +p +ap™ pp =ap"+ap +ap +p +p" 

pe =84+3p' +2ap"+ap” 

p? =8+3p" + ap" + ap” 

PaO Ope ap htop 

pr=84+3p"+ap +2p 

poa=84+3p +3ap +ap. 


, 


(1) On a choisi 13 parmi les 16 valeurs que peut avoir dans ce cas la racine 


primitive : ces 16 valeurs sont (6,7, 11, 12,13, 15,17, 19). 
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Au moyen de ces équations il est facile de déterminer les valeurs de 
PP Sp sp", exprimées par le moyen de p, ce qui conduira assez. 
promptement a léquation du cinquieme degré en p. 

Fn effet la valeur de p*? combinée avec l’équation 0 == 1+ p +p 
+ p+ p+ p, donne d’abord 

p+ 2p-- 6 =p— Lp 
Multiphiant chaque membre par p et substituant dans le second les 
valeurs linéaires de pp’ et pp™, on aura 
f 


p+ ap—i3p—h=4p't p™. 

Multipliant celle-ci- par p et faisant ce semblables réductions . o 
aura 

pit+ 2. p> — 137° —8p =f 6=3p'+ 3p. 
Enfin multiphant de nouveau par p, il viendra 

p+ 2p'—13p?—8p’—3p + 6= 6p" + Fah 
De ces équations on tire deux valeurs de q p"’, quiétant égalées entre 
q GP >q & 

elles donnent Véquation cherchée 

P+ pi— 6p + 5p’ + 21p—g=—0. (A) 
C'est ce qu’on obtiendrait directement par les formules de Vart. 505. 
Ces mémes équations donnent les valeurs de p’, p” ,p’’, p® , expri- 
mées en fonctions de », comme il suit : 


gp = 2pi+ap>-—agp'+ 1op+ 12 
gp = pi+4p'—10p’—34p +6 
gp = —4p'—7p'+ 58p'+ tgp— 60 
OP eS ch BS TO i ae, 
ou plus simplement 

ay 6 

3p = pe—i10+ 5 | 

ipa p+ap—i3p— +> 


=—p—ap+ 3 p+ ar 


3p =—p—3p+ 4 +> 


en désignant par p la plus grande des racines positives 
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Voici pour fixer les idées, les valeurs approchées de ces racines , 


Wy Sas 


3.06253 go796 
0.44610 14296 
1.21628 75038 


—1.19586 68406 


p™ =—4. 52906 11724. 


22") 


(538) Il faut maintenant partager les cing périodes de 8 termes 
désignées par p, p’, etc., chacune en deux autres désignées par 7, 


somme il suit: 


AB 


Ris eitats 
p rene + q 
Pp’ =q" + whe 


ey + Ge | 


vil 


| 
! 
: 
: 


q =(1,9, 40, 32) 
Je 50, lhe) eo) 
pr SAG eee ad) 
Gist O 10+ 30, 20) 
O30 eA 7) 
P20 120 41) 
Oe =O CSUR ee) 
Ge (LO Sai e8o) 


= Ok DORAN HD) 


7p Ca OR SUD Cayh 


Le produit qq" est la somme des quatre périodes (4 : 39), (4: 15), 
(4: 4), (4:28); ces périodes sont q",qg’",9",q', et leur somme 
=p’ +p”; donc léquation du second degré dont les racines sont 
q et g', est ¢—pq+p'+p' = 0; dapres cette Equation on obtient 
toutes Jes autres, comme il suit : 


racines g 


et g" 
et gq" 
=) a? hla 
cg 
et gq” 


équation g°— pq+p' +p" =o 


G—pqI+p +p =o 
pry Aha Bisa ahd 
g@—pqgt+p +p =o 
PG—pP'a+p +p = 0. 
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(539) Enfin il reste 4 partager chaque période de 4 termes de- 
signée par g, en deux autres de deux termes désignées par t ; voici 
les valeurs de ¢ et ies Equations qui les contiennent deux a deux : 


t ii Sneegan fat] ike qt +q"" O 
== eae — Jt = 
q be or rs =f. pr? 7 S| 

/ / is a a re t a a Ix 
Ge ==t +t" 7— CuO 
q } te a r? tp f | d 

{7 ee 36 

Heat eS Waa ge 4 edie. v— gt +g =o 
: i tammy aca 
gi” —_ t” oe pe rp qt an q a 


g* — f'* Bg al e—aq"t a © q’ —o 


/ 


C— qt + q’ == O 


q — E == pitas 


q'' —— ie a a ae O—g't +g” —o 


jg — pe pe 
jee — r9 art r? 


gm — re =p rt 


qe ——fers -|- Rae | rg" t+ yc — re) 


Ee th | abn G = Y a = gq" — fe) 


| 

ee — 78 ey 
(ert er 
| ) 


q* == 7)* =~ f pe — pry ro 


?——g*t +9" =o 

Tequation du second degré qui a pour racines g et g‘ ne détermine 
pas celle des deux racines qui doit étre prise pour g ; il en est de 
meme de léquation quia pour racines q’ et q* et des trois autres 
semblables. Pour faire disparaitre a cet égard toute indétermina- 
tion, autre que celle qui est inevitable entre q et ¢’, il faudra cher- 
cher, conforméement a la théorie précédente, les valeurs des puis- 
sances g’*,q’, 4',q° de la racine q, exprimées en termes linéaires 
9,4 ,q7°.-.g'*; on réduira ces valeurs & ne contenir que les incon- 
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nues ¢',g",q, 7, puisqu’on peut substituer pour les autres racines 

- 1c} Sane we Vleet y ee an yVidees pl  alOh vt sie wr 
les expressions g’=p—q, q' =p — 4,9" =p"— (1.0 "= p"—Y'" 
q° =p” a q’. De cette maniére on aura quatre equations au moyen 
desquelles on pourra exprimer q’, g”,q',q" par les puissances de 
q, sans aucune ambiguité, ce qui déterminera en méme temps les 
autres racines g*, gq". ..q". 


(540) Le choix étant done fait pour la valeur de g entre les deux 
racines de l’équation g*— pq + p'+ p"=0, toutes les autres quan- 
tités g’,q", etc., deviennent connues et déterminées. Lorsquon 
passe ensuite des périodes q de quatre termes aux periodes ¢ de 
deux termes, déterminées par dix équations du second degré , on 
rencontre une premiere ambiguité inévitable dans la valeur de ¢ 
qui peut étre indifféremment l’une des deux racines de l’équation 
t}—qt+q''"'==0; on pourra ensuite éviter toute ambiguité pour 
la détermination des 19 autres racines ¢, ¢”...¢", en faisant usage 
du méme procédé que nous avons indiqué pour les racinesq’,q"...q". 
Mais ces calculs sont d’une longueur rebutante, et il faut avouer 
que c'est un défaut de la méthode dont nous donnons ici le déve- 
loppement, de ne présenter aucun moyen simple, pris dans la méme 
analyse, d’écarter toute ambiguité dans la détermination des pé- 
riodes déduites des périodes d'un ordre supérieur. M, Gauss, auteur 
de cette méthode, a senti cet inconvénient, et 11 a proposé pour v 
remédier d’employer les valeurs approchées des différents termes 
que l’on cherche en les tirant d’une table de sinus naturels. Ainsi 


ohn - ake 
dans notre exemple ou l’on a r= cos. + — sin. ce qui 


2kan 


, i a fh —a . we 7 
donne en général r +r —9 COS. , $1 on fait pour abréger 


a u—a 2aT > 
k= T ,onaurar --r = COS: Au moyen de cette formule 


les quantités q, q’, etc., sexpriment trés-simplement et d’une ma- 


niere déterminée, comme il suit : 
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Dae 18% 
q fa 575 Se +- 2°COS. PD 
; 4 26% 12% 
Ge a C08 Ste else 


i LO 8r 
Y= 2 C08. 7 + 208. 7 
etc. 
Lorsque ensuite on passe des périodes de quatre termes désigneées 
par g aux péviodes de deux termes désignées par ¢, on a pour ces 
derniéres les valeurs tres-simples, 


27 : 18% 
t a COS 5 ii seen area TS, 
I 
/ 267 1 | he ei 
t == 2 COS. t- == 3 COS. v7 
4 
P= cos =. 60s 2o 
‘es ie tee a AY 
ete. ete. 


Et d’apres les valeurs approchées de ces quantités , combines avec 
leurs signes, il n’y a plus d’ambiguité a craindre dans la résolution 
des équations du second degré qui donnent les diverses valeurs de 
q et de t. 


(541) On voit dailleurs @ priori pourquoi la solution génerale 
est sujette a des ambiguités multipliées, méme en usant de toutes 
les ressources que fournit la méthode pour déduire d’une période 
donnée toutes les autres périodes d'un méme nombre de termes; 
c'est que la solution générale a lieu quel que soit le nombre entier 
k ; et puisque ce nombre peut prendre toutes les valeurs de 1 a7 —t, 
ilest évident que chaque changement fait dans la valeur de /, doit 
intervertir l’ordre des périodes composées d'un méme nombre de 
termes. 

Dans exemple dont nous nous oceupons n— t= 40, ainsi il ya 
-jo valeurs différentes a prendre pour k, lesquelles prises deux a deux 


é ae Ween . ak 
produisent les mémes valeurs de ¢, puisque la valeur ¢=2.cos. Hai Ea 
n 


ne change pas en mettant 2 —é a la place de &. On doit donc trouver 
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20 valeurs différentes pour une méme racine ¢¢ dans laquelle « serait 
constant, et ces 20 valeurs, différentes entre elles, représentent Ja 
suite entiere ¢, t,t’... .e". | 
Le nombre 20 de ces combinaisons , composé des trois facteurs 
5.2.2, sexplique naturellement par les cing valeurs de p déduites 
de l’équation (A), par les deux de g déduites de léquation... 
Y—pq+ p +p" =o, et par les deux de ¢t déduites de l’équation 
po— qt+q'"=0. 
(542) Si on n’a pour but que d’obtenir le résultat final , soit pour 
avoir toutes les racines de l’équation X =o, soit pour diviser la 
circonférence en n parties égales, on pourra éviter en trés-grande 
partie les difficultés que nous venons de signaler, et il ne faudra 
‘jemais qu’an petit nombre d’essais pour parvenir a une ou plusieurs 
solutions réduites a la forme la plus simple dont elles sont suscep- 
tibles. C'est ce que nous allons faire voir dans le cas de n= 41. 
Il faut d’abord chercher la valeur approchée d’une racine de 
léquation, puis déduire de cette racine, désignée par p, les quatre 
autres désignées par p’, p”, p’”’, p; voici le résultat de cette ope- 
ration pour laquelle on a donné ci-dessus les formules nécessaires , 


Racines approchées. Leurs logarithmes. 
Pp = _ 3.06253 go796 0.48608 163926 
p = 0.44610 14296 9.64943 32150 


p" = 1.21628 75038 | 0.08503 624496 
p”’ =—1.19586 68406 0.07768 28238 
p™ == —4. 52906 11724 0.65600 81866 


Au moyen de ces racines on calculera les valeurs de g et 9", ainsi 
que celles de q” et g"", savoir: 

eed pe th le Pte aera 2.35734 30658 

q et g’ parla formule g=>p =V (jp’ —p’ —p a Rance Boi58 

3.07690 19087 

—1. 86061 44049 


1 2 


q" et g’" par la formule g=sp" EV ({p"*—p"—p") = 
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Remarquons ensuite que parmi les équations qui déterminent deux 
a deux les 20 valeurs de ¢, on trouve equation ? — gq" t+ ¢==0 
qui donne ces deux valeurs t= ig tV [Eq —gq]. Or par le 
résultat précédent, g doit étre l'un des deux nombres 2.357. .., 
0.705..., et g” l'un des deux 3.0769. .., —1.8606... Ainsi on 
n’aura que ces quatre suppositions a faire : 


== 9.35734 30658 


q ==2.35734 30658 a 

Ue ee een aad ie ae oe 
( ¢ = 3.07690 19087 |g” =—1.86061 44o4y 
g 0.70519 60138 IV | g = 0.70519 60138 
gq == 3.076g0 19087 | g” =—1.86061 44o4y 


| 


ul | 


!.a seconde supposition ne peut avoir lieu parce que les valeurs 

de ¢ qui en résultent seraient imaginaires; la troisi¢me n/a pas lieu 

non plus, parce qu'il en résulterait une valeur de t plus grande 

gue 2, laquelle par conséquent ne pourrait Ctre représentée , comme 

elle doit Pétre, par 2cos.. Ainsiil ne reste a calculer que les valeurs 

de ¢ qui résultent de la premiere et de la quatrieme hypothese. Ces 

valeurs sont : | 

t= “1.63585 37205 S=9 cos.{ 55" 9 16” oa44i 
1.44104 31882 —2c0s.( 43°54’ 8'’.7804) 

t = -— 0.52996 300385= 2cos. (105° 21/59’. 07311) 


— 1.33065 140105= 200s, (131° 42’ 26'".34157) 


Dans la I°° hyp. | 


Dans la [Ve hyp. | 


or on a 
8x ; 10T cs So a TE 
= Lee Bes 7 19” 0243, eae 43°54 8.78049 
247 ko , Pour “3 sd 30% 3 ae eo + 6” 3h AG 
= 105° 2157" .07317; Fre SV Aa’ 26". 34146 


Ainsi on peut conclure de la que les quatre valeurs trouvées pour ¢ 


, : P ‘ ‘ 8x 
dans nos deux hypotheses, seraient égales rigoureusementa 2 cos. ii’ 
« 2 | ee 
5 10% 24% Sots : : . 
2C0S.7—, 2C08. 7, 2c08. 7, si on substituait dans les formules 
{ 
les valeurs exactes des racines p, p’,p",p'’, p™. De la résultent ces 


quatre solutions , 
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8x ”" a ' 2 / ‘i 
sol. 2 cos. a= +2 (q'"?—4q) q =3P +iV (p* —4p' —4p’’) 


2° sol. 2 cos. ay | (+ (q'"*— 4) ght pn" iy (pl — pl — 4p) 
Xo 4a ct Tie 1 1 A ’ , 
3° sol, neos.=—=tg +4 (7'?— 49) q tp —iV (p? —4p — fp) 


‘ ” 


3¢ 
4° sol. 2 cos. [eH"- 2Y (q'"*—4q) qi pl" —ty( p'?— 4p" --4p") 


Une seule de ces solutions suffit pour avoir toutes les racines de 


léquation X==o; car si on fait, par exemple, r= 


he 

a 40 

Y’ — isin. rte. cette racine fera connaitre toutes les autres par les 
4o 


puissances successives r?; r°...r*. 

(543) Voyons maintenant l’usage de la méme analyse pour de- 
composer la fonction X du degré n — t en facteurs des degrés sous- 
multiples de 2—1. 

Si on veut seulement la partager en deux facteurs du degré 
m==+(n—1), il suffira de mettre 4X sous la forme Y* + 7nZ?, sa- 
voir: Y’+7Z sin est de la forme 4i —1 et Y’—nZ si nest de 
la forme 47 + 1. Dans ce dernier cas seulement les facteurs du degré 
m sont réels puisqu’on a 4X=(Y+ Z)“n)(Y—Z/ n). 

En général si on fait 7— 1==mh, on pourra décomposer le po- 
lynome X du degré mk, en k polynomes du degré m, ce qui fera 
autant de décompositions possibles qu'il y a de maniéres de par- 
tager 2 — 1 en deux facteurs. 

Dans l'exemple dont nous nous occupons ou 2 — 1 =40==2'.5, 
on pourra décomposer le polynome X du 4o*™ degré de cing 
manieres différentes , savoir : 


en deux facteurs du degré 20 


en quatre du degré 10 
en cing du degré 8 
eu dix du degré 4 
et en vingt du degré 2. 


Nous allons développer ces différents cas. 
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Myapres les calculs précédents les vingt facteurs du degré 2. sont: 


TT eee te 
Ais —7—t e+ HN 


TO a2 — F471 


PS at ee 


Par le produit des deux facteurs T et T® on formera le facteur Q 
du quatrieme degré; de méme par le produit des deux facteurs T’, 
T*, on formera le facteur Q’ et ainsi jusqu’au facteur Q™; de sorte 
que les dix facteurs Q, Q’, Q”...Q™, seront ainsi exprimés : 

Q =e + i —2e@4+1)¢ +g 2 
QV ale +a eng +g 
QOS (8 + 1fP—a(e4+i1)g +q2 


Ql 1 ale a greg 


Les facteurs du huitiéme degré se formeront par la réunion de 
deux facteurs du quatriéme en cette sorte P=QQ’, P=Q’'Q". 
LY t vir aa vurt Iv TV Ix i! 
220 OF PR =0° 0 P= OC Or en ehlecthane mts 


tiplication, ona 


P= G7 1)! wee wae fiz 1 (9 +9')+ te ve te gee q7) 
ae hE ea eng aa 


Dans cette expression les coefficients réduits d’abord a la forme 
linéaire, s'expriment ultérieurement par le moyen des racines p , 
et parce que la valeur du facteur P fait connaitre les quatre autres 
facteurs , le systéme de ces facteurs sera comme il suit : 
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P =(a*+ 1a (ab app + ax’ (a+ 1y(p +p" +p”) 
+23 (2°+1)(1+ p)+ 2\(p+p") 

P(e + 1a (wt + 1p +a (a + 1p +p" +P") 
+ x (a? + 1)(1 + p)+ at(p’ +p) 

P” ==(2* + 1)$§—2x(xv*+ pt + a (a +1) [Peep ep 

+ x(x? + 1)(1 +p") + ai (p’ +p’) 

P= (e+ 1)\— a (2 + 1) p+ 2 (a +1) (p"+ p +p) 
+ 0 (a+ 1)(1 +p) + ah (p+ p”) 

Pras (a? + 1)§—a(a? + 1) p" +27 (2? + 12 (p+pt+p’) 
+ 03 (e + 1)(1 +p") + 24(p" +p”). 


(544) On a deja formé les deux facteurs du vingtiéme degré qui 
divisent le polynome X; cherchons maintenant les quatre facteurs 
du dixieme degré. Pour cela il faut d’abord avoir les valeurs des 


quatre périodes p==(10: 1), p ==(10: g), p ==(10: g*), p’ =(10: g’), 
dont le développement est, en supposant toujours g= 13: 


(ee 10. AIS 40s Osis O73) 
(1 3, OS 78, 11529 32003 104.004 12)) 
gi Shey poker tohe GelOPis hae bi ae NES oa) 
(24, 26,35, 14, 22; 17,15, 6 , 27, 19). 


De la résulte suivant le théoreme de I’art. 500 


S Sewage | deal dein th eld cerecom ge) et eee al Pin ad 
eee er ie eye foo fet 2 et ee 
Pe ae rE Se ph fo at 9p 
pur =—B—ap eae, pp = —a-+ ap 


Pour avoir l’équation du quatriéme degré qui détermine , je forme 
les équations successives 

p +20 — 8. + 2p 

p+ 2p°— 13p+6= 9" 

ef +29—I3—°+5p+ a=, 


et par les deux dernieéres j’ai l’équation cherchée 
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of + °° — 157 + 18p—4—=0, 


résultat qu’on obtiendrait directement par la formule du n°’ 517 , 
et qu’on trouve dans le tableau du n° 522. 
Connaissant une racine » de cette équation, on aura les trofs 
autres de Ja maniére la plus simple par les formules 
/ 2 u" wy 2 


z 
Po aiiaes? By eo! ep = aes 


Au reste l’équation dont il s'agit se décompose en deux équations 
du second degré qui sont, en faisant «= 41, 


p°— +p (a—1) + 3 («—5)=o 
p+ 5p(a+ t)—F(a+ 5)=0, 
on en tire 
in {== F(@— 0) EGY (20° — 104) 
p ; 
- j= Het EW (22° + 102). 
p 


Les valeurs numeériques approchées sont 


a== 6.40312 423809 

VY (20°—10a)= 4.23895 713816 
VY (20° + 10a)= 12.08433 872337 

pe = 0.29104 177498 
. == 1.1 7os0 Josie 
e = 2.41052 0344065 
e ==—4.87186 5820365. 
Par les fractions continues on trouverait les valeurs suivantes qui 


se déduisent les unes des autres, et qui sont a peu prés aussi appro- 
chées que les précédentes, 


mo) 5065 ,___ 34806 yw 29741 ii 24676 
P~ 77403” Pe 39741? = paste) oe ) SeUne, ao 
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il est remarquable que les ravines ¢, ¢>8 ye se déduiraient des 
valenrs trouvées. ci-dessus pour 2, t',.t”, etc. On a en effet 


(eS ae aes Seer 
eel be +e 
3” — mS Lee Oe ee Oe Ll 4 ee 
eS ee a et, 


Ainsi les valeurs de p qui s’expriment par de simples racines car- 
rées, s'expriment aussi par les quantités ¢ qui dépendent chacune 
d'une équation du cinquiéme degré et de deux du second; identité 
qu il serait comme impossible de constater a posteriori, d’aprés les 
valeurs de p que nous donnerons ci-aprés. 


(545) Maintenant si on veut avoir le facteur du dixieme degré 
qui contient toutes les racines de la période , il suffira de former 
le produit 


a (y¥—2) (y—t") (y—8"") (y—8") (¥-"), 
dans lequel y =f" Représentons ce produit développé par 


ts irene Nfl heraek Ar ams Sea 


Nous aurons d’abord «=»; ensuite des valeurs t=r-+r*,... 
— re 4. rae gq" — pre re. ee eC ri ots ry pr ae ee on tire 


ba BEL} =e S(t") = I —p ow ‘“ 

y= S(t) + Stee) —2—p +e 
P= Se) ep —3” 
ett’ rep ey — | —p; 


donc le polynome cherché du dixiéme degré est 


(xt +1) —pax(a?+ 1)'—(1 +e—p awe + 1p 
+ (2+ p—p')x? far 1 —(3 + p+ 3p) ai(a* + 1)— (1p) 2. 
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Cette fonction jointe aux trois autres qui s’en déduisent, en avan- 
cant chaque lettre p d'un rang, donnera les quatre facteurs dont 
le produit =X. Ainsi l’équation X =o du quarantiéme degré est 
immédiatement décomposée en quatre autres du dixiéme degré dont 
les coefficients ne dépendent que des quantités » déterminées par 
de simples extractions de racines carrées. 
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§ IV. Méthode de réduction pour compleéter la théorie précédente. 


(546) I L ne sera pas inutile de résumer ici en peu de mots la theorie 
que nous avons développée. 

Etant proposée l’équation «"— 1=0 ot l’exposant z est un nombre 
premier, et meitanta part le facteur 2 — 1 , tout se réduit a trouver 
les racines imaginaires de l’équation X =o; et pape ae chaque 


okt 
racine doit étre de la forme cos. —- + |” —tSin. ee i suffit 
d’avoir l’une des valeurs réelles Ae, + ~ qui sera toujours repré- 
, a2kn ’ x . . , . 
sentée par 2cos.——. C’est 4 quoi on parvient. par. la résolution 


d’une suite d’équations dont les degrés , multipliés entre eux , don- 
nent le produit + (”— 1), et qui auront toutes leurs racines réelles. 

Soit 4 le plus grand nombre premier qui divise n—1, et soit 
n—1=—=mk; on formera d’abord léquation du degré k qui a 
pour racines les périodes de m termes, savoir: (m:1),(m:g), 
(m:g?)...(m:g**), g étant lune des racines primitives de n. Cette 
équation, qui sera dela forme p‘ + p‘‘-+-« p*” + 6'p*”* + etc. =0, 
et dont les coefficients «’ , 6’, etc. seront toujours des nombres en- 
tiers, jouit de ces deux propriétés remarquables : 

1° Les racines p, p’, p”, etc. , étant les valeurs des périodes de m 
termes rangées dans l’ordre (m: 1), (m: g), (m:g’), ete., ou en 
général dans l’ordre (m:a), (m: ag’), (m:ag’), etc., Pune de ces 
racines étant connue et désignée par p, toutes les suivantes p’, 
p’,...p'*, se déduiront de p et de ses puissances successives p’, 
p’,.».p*, par une expression de la forme A+Bp+Cp’...+Lp 
dans laquelle les coefficients A, B, ete. seront rationnels; 

9° Etant donnée une fonction 9 rationnelle et entiére des racines 
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P> Pp > ete., ou de quelques-unes d’enire elles seulement, si on avance 

les lettres p d’un rang pour passer successivement de la fonction » 

a la fonction o', puis delafonction o a-la fonction o”, etc.,jusqu’a ce 
?,P/P ? 93 J 


quon parvienne a la fonction 94 


de rang k—1, la somme de ces 
k tonctions désignée par S(9) sera égale 4 un nombre entier. Dans 
ces changements progressifs de la fonction », chaque racine p@) 
qui y est contenue prendra successivement toutes les valeurs Pesan 
pergpet..pe—),.contenves dans la suite 7, pup -..p—” 
qui est rentrante sur elle-méme, et dont un terme quelconque peut 
étre pris pour le premier terme. 


(547) Léquation en p etant résolue, appelons /’ Je plus grand 
nombre premier qui divise m (xk pouvant étre égal ah), et soit 
m=asn'k'; ik faudra partager la période p=(m:~) en hk’ périodes 
de m’ termes, savoir: (m’:«), (m':ah),(m':ah’)...(m:ah*—*), 
ou l'ona h=g"., Ces périodes désignées par g, 9%, g@%...q@i—* 
seront les racines d’une équation en g du degré /’, dont tous les 
coefiicients s’exprimeront d’une maniere linéaire par les racines 
connues Pp, P,P , ete. | 

Les autres périodes de m termes, savoir : (7: ag), (me: ag"), ete., 
se partageront de méme en &’ periodes de. 7’ termes, au moyen 
d’une suite d’équations en g qui dérivent de Ja premiére équation 
trouvée , en avancant successivement les lettres p d’un rang. Mais 
il suffit de résondre Ja premiére de ces equations ; car d’une racine 
donnée g de cette équation, on peut déduire Jes valeurs de toutes 
les autres périodes de m’ termes, par des expressions rationnelles 
et qui ne laissent aucune indétermination. On trouve de méme que 
toute fonction ¢ rationnelle et entiére des racines q ou de quelques- 
unes d’entre elles, prenant 4A valeurs successives , lorsqu’on fait 
parcourir a chaque racine g@ le cercle entier des valeurs dont elle 
est susceptible , la somme de toutes ces fonctions désignée par S (@), 
pourra etre exprimeée dune maniére linéaire par les racines connues 
Doh 2s ke. 

Costinuant, ces subdivisions jusqu’a ce que le dernier. terme de 
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la suite m, mm’, m’”, ete. soit 2, on aura enfin les équations qui ont 
pour racines les périodes de deux termes, représentées en général 


par «4-2, et qui donneront ainsi la solution compléte du 
probleme. 


(548) La theorie dont nous venons dindiquer les principaux 
résultats, laisse 4 résoudre les equations en p,q, etc. qui sont 
pourvues de tous leurs termes, et qui pourraient a quelques égards 
présenter des difficultés plus grandes que l’équation 2” — 1 ==0 qui 
est le principal objet de ces recherches. Pour obvier 4 cet incon- 
venient, M. Gauss a indiqué une méthode particuliére au moyen 
de laquelle la résolution des équations auxiliaires dont nous par- 
lons se réduit dans chaque cas a celle d’une équation a deux 
termes de méme degré, dont le terme cornu est de la forme 
a+b\“—1; de sorte qualors une équation complete du degré k 
peut se résoudre par la section d’un angle dont le cosinus et le 
sinus sont connus, ou du moins sont déterminés, en supposant 
connue la division du cercle en / parties égales. 

Cette méthode de reduction est d’autant plus remarquable qu’a 
lépoque ou son auteur l’a publiée, les géométres pouvaient la re- 
garder comme le premier exemple un peu général qui elt été 
produit jusqu alors, de la résolution des équations au-dela du qua- 
triéme degre. 

Nous nous proposons ici d’exposer cette méthode sous un nou- 
veau point de vue qui en facilitera beaucoup les applications et - 
fera disparaitre entiérement la prolixité qui avait jusqu’ici paru 
inévitable dans cette sorte de calculs. 

Pour qu’on saisisse plus facilement Vesprit de la méthode ct la 
loi des résultats , nous ne considérons pas seulement un cas parti- 
culier, mais nous allons résoudre en général Péquation du cin- 
quieme degré qui a pour racines les cing periodes de m termes qui 
ont lieu en supposant n==5m + 1. Nous ferons voir ensuite com- 
ment on peut résoudre l’équation du septiéme degré quia lieu lorsque 
n=7mM + I. 
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De Uéquation auxiliaire du cinquiéme degré qu'il faut résoudre 


lorsque n=5m-+1. 


a 


(549) Cette équation que avons représentée ci-dessus par 


o=p + pi+Pp’—OQp+Rp—a2 


a pour racines les cing périodes de m termes dans lesquelles se 
partage la période (5m, 1) comprenant toutes les racines de l’équa- 
tion Xo. 

Soient p, p’, p’, pp’, p™, les cing racines de léquation dont il 
sagit, nous supposerons 


T=p+tpR+p'R + pR+p Rs, 


KR étant une des racines imaginaires de l’équation R°— 10; si 
on éléve au carré la valeur de T et qu’on le mette sous la forme 


T’=a+ dR’? +cR'+dR°+ eR’, 


il est facile de voir qu’on aura 


Fi TF 


a=p + ap p™ +2p p 

b=p? +2ap"p +ap"p™ 

cp? + app +2p’p 

d=p'?+ 2p" p+ app 

e= p+ app’ + app". 
Dans chaque cas particulier il faudra, d’apres la valeur prise pour 
la racine primitive g, réduire ces coefficients a la forme linéaire, 
et on voit d’avance que si le coefficient a s'exprime par 


apt+6p+yp +ép+sp™, 


le coefficient 5 s’ex primera par la méme formule dans laquelle on 
avancera les ENDL d’un rang , en considérant p" comme égal a p. 
On procédera de méme pour avoir l'expression des coefficients sui- 
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vants b,c, d, e, et de cette maniére la valeur de T’ sera ainsi ex- 
primée : 

T= ap+épt+yp'+ sp" +ep™ | 
+ Reap’ + 6p" + yp" + dp"+cp) 
+ Ri(ap” + 6p” + yp'+sp +p’) 
+ R°(ap” + Ep’ +yp + dp! +p") 
+ Rap’ +6p + yp! +dp"+ cp”). 
(550) Je remarque maintenant que cette méme valeur ordonnée 


par rapport aux racines p, p’, p’, p’’, p'’,prendra la forme suivante : 


T= p (a+eR’+dRi+ yR°+ ER! 
+p (6+aR*+.R‘+ 3R°+ yR*) 
+ p(y +6R* + oRi +. Ro + SR’) 
+ p'(d + 7R? + €R‘+cR° + €R') 
+ p™(e + OR’ +y7Ri+6€R° + oR’). 


Appelons A la fonction de R qui multiplie p, il est aisé de voir 
que AR*, AR‘, AR*, AR‘, seront semblablement les fonctions de 


aur 


R qui multiplient p’, p”, p’”, p; ainsi en faisant 


A=a+eR’?+dR‘+ yR°+6ER', 
on aura 
i oP +p’ Re+ p’ Ri +p R® + p'R’), 
formule ou Je second membre est le produit de A, fonction de R 
seule, par le polynome 


p+ ph + pl Rs +p’ RS +p’ Rs, 

qui n’est autre chose que le polynome T dans lequel on met R* a 
la place de R. On pourrait semblablement mettre R’ et R‘ a la place 
de R et former ainsi les quatre polynomes 

T =p+pR-+p' R+p'R +p°R 

T =pt+p R +p" Rit p+ p'R 

(1) T’ =p p' R’+ p’ Ro + pp’ Ro + p*R” 
4 tye =p +p’ R4 +p" R® + pR'+ pvr’. 
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Jl convient aussi de considérer les quatre polynomes semblablement 
formés par le moyen du premier A; savoir : 


A =a+eR?+5R‘ + yR° + €R°* 
A’ =a-+eRi+ dR +yR"+ 6R® 
(2) AY =a+eR°+ dR°+ yR* + ER" 
A” =a +eR'+ SRY+ yR4+ éR*. 


Et ces deux sortes de fonctions vont nous fournir des théoremes 
aussi généraux quintéressants. 


(551) Le premier de ces théorémes est celui que présente le ré- 
sultat contenu dans l’équation déja trouvée 


T?=AT". 


[1 a lieu quel que'soit le nombre premier n de forme 5 m + 1 auquel 
répond l’équation a résoudre. Voyons maintenant les conséquences 
quon peut déduire de ce premier résultat. 

L’équation T’= AT’, ot l’on peut mettre successivement R’, 
R’, R‘, a la place de R, en fournit trois autres, de sorte qu’on a les 
quatre équations 


(3) Ae a A eee ACT Ale 
qui étant multiplices entre elles donnent 
Ee Pash A AAR 
On voit aussi que les trois polynomes T’, T”, T”’, peuvent s’expri- 
mer rationneilement par le moyen de T de la maniére suivante : 


T4 


ad ds 
iy he AD 


ATA? A”? 

valeurs qui étant substituées dans l’équation TT’ T’T’”’= A A’A’A”, 

ou dans l’équdtion IT’ = A” T, donneront également pour résultat 
(4) T= At AN A? A” 


. 


Ainsi nous avons déja un moyen de déterminer le polynome ‘I en 
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fonction des quantités A qui sont toutes connues; car le nombre 
nétant donné, il est facile de connaitre les coefficients «,6, 7, 3,¢ 
qui entrent dans la valeur linéaire de a==p’ + 2p" p+ 2p pet 
qui sont tous des nombres entiers. Ainsi en faisant n= 41 et pre- 
nant pour racine primitive le nombre g==13, on trouve par 
Part. 537 @==—ap+3p'+ ap" —4p'", ce qui donne dans ce 
cas a= —9,6= 3, y= 28, d= 4, 0. 

Connaissant T on en déduira, par les formules précédentes, les 
valeurs de T’, T’, T’”. Puis ajoutant les quatre équations (1) aux- 
quelles on joindra l’équation — 1 =p + p’+ p+ p+ p”, onaura 
pour déterminer p, l’équation 


(5) 5 p=— I a T ae ry a: eieaats ak 


On voit done immédiatement la possibilité de déterminer la 
racine p parle moyen des quantités A qui sont des fonctions de R. 
Mais cette solution serait trop composée, puisqu’elle déterminerait 
T par l’equation (4), c’est-a-dire par l’extraction d’une racine 15°", 
tandis quiil est facile de la déterminer par une racine 5*"* seule- 
ment, comme nous allons le faire voir. 


(552) Si on multiplie entre eux les deux polynomes T et T’” qui 
sont des fonctions semblables de R et de R‘, le produit sera 


TT" =/p'+Bfpp + RS/pp'+ R/pp” + RS pp". 
Mais en faisant toujours n= 5m + 1,0n a trouvé ci-dessus (art.537), 
Sp =n—m, fpp=/PP SPP SPP =—™. 
Done TT” =n—m(1 +R+R’°+R’*+R‘), ou simplement 
fd 9 


car l'équation R'—1=0, dont le premier membre =(R—1) 
(1 +R+R’?+R'+R4), exige qu’on ait o=—1+R+R'+R+R, 
puisqu’on ne peut supposer R—1=0. 
On trouverait semblablement T’T” =7, mais il est facile de voir 
16 
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que cette équation nest qu'une conséquence dela précédente. En effet 
si T est désigné par ®R, onaura Tl’ =(R’), T’= o(R’), T’ = @(R4), 
et 'équation TT” =n deviendra 6(R)(R‘)==n. Mettons dans 
cette Equation R? a la place de R et comme alors R* se réduit a R’, 
nous aurons ©(R?)@(R’)—=n, ou T’T’=n. 


(553) Les propriétés que nous venons de démontrer pour les fonc- 
tions T, ont lieu également pour les fonctions A. En effet si la se- 
conde et la troisiéme des équations (3) sont multipliées entre elles , 
le produit donne (T’T’) =A’ A” TT”, ou n> =n A’ A"; done 

A’ A” —n. | 
De méme en multipliant Ja premiére par la quatriéme, on aura 
(Co ea A AY Ty 1? ony A: done 
AA”"=n; 
ona done ces deux séries d’équations 
r= T i bed pare T 4 ht 
(6) ; n=AA”’=A’ AC 


a2kn 


Peer okt 
Comme on peut supposer en général R=cos. g- YI sitl. 


k étant l'un des nombres 1, 2, 3, 4, ilest visible que la quantite A, 
fonction rationnelle et entiére de R, pourra s’exprimer par la for- 
mule 

A=r (cos. 6 + — 1 sin. 9). 


Et puisqu’on a AA” =n, il en résulte 
mr 7 ° 
A" =~ (cos. §—)“— 1 sin.§). 
Dun autre coté on a la valeur 


Ri 
+7(R'+ 95) + é(R'-+ a7) ; 


A + AM = aa-+ e(R + gs) + 3(Ri+ . 
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d’ou il suit que A + A” est une quantité réelle ainsi exprimée : 


aut 8k ——— 
A+A =na+20cos. 4% + 23.c08.=3" + 27 COS. ee aacog 


. . nu iin 
Done il faut qu’on ait r—-===0, ou r=/“n. Done ona en général 
ay 


A=n?(cos.6+)“—1 sin. 6); 
cest-a-dire que le module réel de la quantité imaginaire A est tou- 


jours égal a n* ; on trouvera semblablement 
A’ =n*(cos.0/ + V— isin.6), 
et par ces denx formules, on aura 
A” =n? (cos. & —|“—1 sin.) 
A” —ni (cos. 6 —l“ — 1 sin. 6). 
(554) Il faut maintenant faire voir a priori que la forme des va- 


leurs de T sera la méme que celle des quantités A, et que 7 > servira 
encore de module a ces quantités. 

En effet on a trouve TT” =, etlasomme des quantités T, 'T’” 
pouyant se mettre sous la forme 


vi) é I 7] A I 
T+T’=p+p (R+a@)+p (R +i) 
He 2 1 1Vv J 
On voit que cette somme est égale a la quantité réelle 


okt 


p+ a(p + p")cos.—- + a(p + p odie 


) cos. ——: 


dh 


Supposant done de nouveau 'T’=>» (cos.¢ +)“— 1 sin.g), on aura 
T” = =(cos.9 —’— 1Sin. 9), et puisque T + T” est une quantité 
p 


, Te , : a f = 
réelle, il faudra qu’on ait p—>==o ou p=n*. Donc les deux quan- 
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tités T et T” devront étre de la forme 


Tien> (cos. 9 +1“— 1sIn. 9) 

fhe ee n> (cos. o—U— 151n.9). 
On démontrera la méme chose des quantités T’ et T’, pour les- 
quelles on aura 

TY n> (cos. 9 + “— 1 sin. ¢’) 

nr 


=n? (cos. ¢ —/“— 1 sin. 9 ). 


Mais cette propriété se déduit plus immédiatement des valeurs de 
T,T’,T’, T”, quon peut exprimer par le moyen des quantites A , 
AN A 

(555) En effet les deux equations T?== AT’, T° 
nent. [4==A“1" = A> AT", et, par consequent 


=A) ton 


TPe=nA’A. 
uF 
Substituant les valeurs A = 7n* (cos.6+)“—1Isin.6), A’= 
n*(cos.¢ + —1sin.6’), on aura 
T’=n? (cos. (26 + 6°) + “—1s1n.(26 + @)}, 


et par consequent 


5 5 


T==n* | cos, *2h! + |“— sin. eet 
expression ou lon voit que le facteur n> est en eftet le module réel 
de la quantité imaginaire T. 

La valeur de T qu’on. vient de trouver renferme implicitement 
cing valeurs différentes. Car la quantité qui exprime ‘I’ peut étre 
ecrite ainst : 


5 , - . ¢ - 
TY =n * [cos. (26 + 9+ atm) + /— sin. (26 + 6+ 272), 


/ etant Pun des nombres o. 1.2. 3,4, a volonté. De la résultent 
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les cing solutions suivantes ou ]’on a fait w=” , 


fe (cos. o + ’— 1 sin. w) 

T =n*|cos. (o+F)+y—1 sin. ( +7) 

T=n n* | cos. (o+4 o)+V—tsin.(o +2) 
| 


cos. (0+) +V—1 sin. ( ( eS) 


= 
| 
aap 
(esa) | 


cos. (« + +) +Y—1 sin. (o A is =): 


(556) Ayant pris a volonté pour T Pune de ces cing valeurs les 
trois autres quantités 1”, T”, T’”, deviennent entiérement déter- 
minées. 

En effet supposant T = n> (Cos. w -+ 1“— I sin. w), si on substitue 


cette valeur ainsi que celle de A==7n? (cos. +|“—1 sin.) dans 


7 : ? T ’ 
Péquation T’= [> Om aura 

T=n?[cos. (20—6) + — I sin. (20—6]. 
Ensuite des équations TT” =2 , T’'T”=n, on déduira 


T” =n? (cos. (2 —- 6) —|“— 1 sin. (2@— 6)] 


z ° 
T’ =n? (cos. o — “— I SIN. w). 


Maintenant pour déterminer les racines p, p’,p”, p’’, p™, ine reste 
qu’a substituer les valeurs de T, T’, T”, T’”, dans l’équation (5), et 


on aura 


me 


p= 5 + =z-[cos. w + COS. (20— 6)]. 


Cette formule qui donne la valeur de la racine p , donnera également 


‘ . 5 mr iv s z tf 
celle des quatre autres racines P's PsP. Ps soit dans l’ordre dé- 
terminé par la racine primitive g soit dans ordre inverse, pourvu 
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ae ’ : 27% 4Tt OF 

qua la place de » on mette successivement w + ae a Bi ah 
8t . . . , . | peg 7 . 

o +. On obtient done ainsi la résolution générale de Péquation 
4) 


proposcée, laquelle ne dépend que de la quintisection duna ngle 
w = 20 +6! qu'on peut construire géométriquement 


(557) Revenons aux formules qui donnent les valeurs des angles 


, RAT 
6 et 6’. Si on fait Sh , on aura 


R cos. p+ W— sin 
R= COS.2 + —s| sin. 2. 


R? = ¢0s.2 p —“— 1 sin. an 
Ri =cos. p—-)“— t sin. p; 


et Pequation o==1 + R + R*+ R’+ Ré deviendra 
O= 1 + 2COS.u + 2COS. 2. 
Cette équation , quon peut mettre sous la forme 


OG = 408.2 p+ 2C0S.4u—1, 


er —r1ty5 
donne en général cos. » ==-—————. , de sorte que cos.p, aura tou- 


4 


jours Pune ou autre de ces deux valeurs, quel que soit le nombre 
*, pourvu qu'il ne soit pas divisible par 5. Silon fait, parexemple , 


27 
k=) 50u BSE = 72’, on aura 


—1-+-- 5 fie —I—- V3) 
aera a ey, BC Oe alter ————— 


4 4 


cos. = 
Cela pose si Pon substitue la valeur de R dans Pequation 
A =a +R? + SRi+ yRo+ ae be 


‘ , 2 
et qu on metteen meme temps pour A sa valeur 7° (cos 6+-)“—1Isin.6), 
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on aura, pour déterminer 0, les deux équations (1), 
N* COS. 9== a + (y + 5) COS. n+ (e + 6) cos, 2p 
n? sin. § ==(y—9) sin. p + (e—6) sin. 2p. 
I] suffira ensuite de mettre 2u.a la place de », pour avoir la valeur 


de A’ représentée par n> (cos. 6’ + )“— 1 sin. 6’), de sorte qu’on aura 


n* cos. 0’ =a + (y+ 8) cos. 2p + (e + 6) cos. » 

n* sin. 6 ==(y— 6) sin. 24 —(e —6) sin. u. 
Dans les cas particuliers la valeur donnée du nombre premier 
n=5m-+1, et celle du.nombre g racine primitive de n, feront 


connaitre les valeurs des coefficients « , 6, y,5,<,comme onl’a vu dans 
le cas den = 41, g=13 (art. 551), of nous avons trouvé a= — 2, 


6é=3, y=2,5—=—4,:=o0. Ainsi on doit regarder comme bien 
8 
déterminés par les formules précédentes, les angles 6 et 6’, d’ou ré- 


26+8 
5 


sion de la racine p, qui contient implicitement celle des autres 


sulte w= ; 1 ne reste donc plus rien d’inconnu dans l’expres- 


: , w" ” v : , . 
racines p’,p’, p, p'. Mais nous allons profiter des équations en 4 
et 6’, pour éetablir quelques relations générales entre les coefficients 


eee ys tie. 


(1) On voit ici deux équations pour déterminer I’angle ou J'arc 4; la raison en 
est que l'extrémité de Tare § est un point de la circonférence qui ne peut étre 
entiérement déterminé que par ses deux coordonnées cos. § et sin.§, dont les 
valeurs doivent étre connues aussi bien que les signes. Si on ne connaissait qu une 
de ces coordonnées, elle serait commune a deux points de la circonférence et il 


y aurait incertitude sur celui des deux points qui doit terminer l'are @ Quant au 


multiplicateur n> qui affecte cos. Q et sin.@, il doit toujours étre pris positive- 
ment comme représentant le modu/e d'une quantite imaginaire. En effet, dans 
la formule r(cos.p4- V— fsin. 9) qui représente une quantité imaginaire quel- 
conque , le module r doit toujours étre supposé positif, puisqu’on est maitre de 


changer a volonté le signe de cette quantité, en mettant T+ 9 a la place de 9. 
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(558) Nous observerons d’abord qu’on a en général 
at+6+y+d+2=——I1. 


Car ayant fait ci-dessus a= p’? + 2p" p” + 2p’ p™, puis ayant re- 
présenté cette méme quantité réduite en termes linéaires, par la 
formule ; 

a=ap+ep + yp + sp" + ep", 


si on considére les quatre autres coefficients b, c,d, e déduits du 
coefficient a, en avancant successivement d’un rang chacune des 
lettres p, p’, p", p’, p™, et mettant p a la place de p", la somme 
des cing valeurs de a ainsi formées aura deux expressions; la pre- 
miere sera 


wt 


SA=SP + 2LP P+ BSP Ps 


mais fp'=n—m, fp" pp" =/pp =—m, fp p'=/pp =—m; 
done fa=n—5m=t. 
La seconde expression sera 


fa=(at+6+y+i+ts)/p; 


et puisque /p = — 1, la comparaison des deux valeurs de /a donne 
fu, ou 
at6+tytd+s=—l. 
Maintenant si on éléve au carré les deux equations qui donnent 
les valeurs de n* cos.6 et n* sin.6, on trouvera en les ajoutant 
n= a+ 2a(y + d)cos.p + 2a(e + 6)cOs. 24 
+O 47+ P+ + 2ySc08. 24 +266 C08. u 
+ 2(ye + 635) cos. u + 2 (Ey + de) cos. 24; 
ou si l’on fait 
Pim ee ch one ae 
Q=ay+6d+ye + da+ e6—= fay 
R=a6+6y+yo+de+ea=fa6, 
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On aura 


n=P + 2Qcos.p + 2R eos. 24. 


Mettant 2u a la place de », on aura le résultat que donneraient 
semblablement les deux équations qui déterminent l'angle 6’, savoir : 


n=P +2Qcos. p+ 2Rcos.p. 


Comparant ces deux équations, il en résulte d’abord 


Q=R, 


ensuite 2 = P + Q(2 cos. 2p + 2c0s. n) = P—Q. 

Mais P+2Q+ 2R est visiblement le carré de la somme. . 
a+6+ y+d-+ ¢, et puisque cette somme == -—1, on aura P+4Q=1, 
done n=1—5Q, et Q=—™m; d’ou l'on voit que les coefficients 
a,6,y,5,«, satisfont a ces trois équations 


1 +Ama=ei +O +y77+04+°=fa’ 

—Mm=ab +6y +yd+de4+ ca=/ub 

—m=ayt+6ds+yet+ Sat e6=fay, 
dont une est la suite de l’équation 


—IsatC+yt+o+e. 


La premiere fait voir en général que la plus grande des quantites 
a,6,y7,0,¢, sans €gard a son signe, doit étre plus petite que) (1+ 47), 
I +s. 


et plus grande que V(s 


(559) Puisque nous ee que trois équations pour déterminer 
les cing quantités «, 6, y, 8,¢,0n voit que la question de les déduire 
a priori du seul nombre premier n 5 m +1, est fort indéterminee. 

Nous avons trouvé ci-dessus les formules 


Bese net Bp + Cp"+ Dp" + Ep" 
pp=Ap+Cp'+ Cp’+Dp"+ Dp", 


ot ily a six coefficients A,B, A’, C’,C,D, entre lesquels on a les 
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deux équations simples : 
A +B=m--2C—D 
A’+C=m—C—aD, 
et deux autres plus composées , savoir : 
A’C’+ AB=(A + B—D)'+ (@—CD + D’--C—D 
A’ (A—B)=—G’— C(A + 2B—D +1) + A? + BD—D’; 


d’ou Pon voit qu'il restait encore a disposer de deux indéterminées 
sur six, Comme nous venons de trouver qu'il reste a disposer de 
deux indéterminées sur les cing 2,6, 7,95, «. 

On accordera facilement ces résultats en mettant la valeur de a 
qui est p* + 2p” p” + 2p’ p™ sous la forme linéaire ap + 6 p'+ yp" + 
dp” + ep, ce qui donnera 


a= —i—am-+ 5(C + D) 
é=23 C'— B—D 
y= 2A—C'—C 
s=2B—A'—C 
e—-2A’—A—D. 


Car en substituant ces valeurs Aes l'équation 
a 6 ey 4-87 + Am +1, 
on aura pour résultat Péquation de condition : 
AB-+ A'C=m’—(4m-+1)(C+D)+5C+7CD4D", 


qui peut se mettre sous la forme suivante oul’on a fait a==C+D, 
b==C—-D,t=A —B, “u=A'—C’, 


Oo=4m — fa(dm+2)+ 254564 204+ aw. 


Une seconde équation de condition se déduira de Véquation. .. 
o=/x°-—-f/ay, quon peut écrire ainsi : 


“—htu—w=(4+ iom)b— 25ab, 
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Or on trouve aisément que ces deux équations de condition s’ac- 
cordent avec les deux que nous avons rapportées dans l'art. précé- 
dent, lesquelles ont été trouvées ci-dessus par une voie tres-diffé- 
vente; et il ne parait pas qu’il en existe une troisiéme propre a di- 
minuer l’indétermination qui reste sur les coefficients A,B, A’, C, 
C,D. Au reste cette indétermination est dans la nature des choses . 
puisque les coefficients dont il s'agit dépendent du choix qu’on peut 
faire entre les différentes racines priniitives qui servent a les déter- 
miner; mais d’un autre coté il faut observer qu’aucun de ces coef- 
ficients ne peut étre négatif, et on peut conclure des résultats déja 
trouvés, que l'indétermination qui subsiste encore a Jeur égard, 
se réduit a ce que A—B soit échangé avec C’— A’ en méme temps 
que C avec D. 

C'est aussi ce que confirment les quatre équations donnees . 
art. 563, pour déterminer 6 et 6’. Car comme ces angles doivent 
rester les mémes, quelque valeur qu’on ait prise pour la racine pri- 
mitive, et quils peuvent seulement étre échangeés entre eux ; le chan- 
gement de la racine primitive ne pourra avoir d’autre effet sur les 
quantités €,7,3,« que de remplacer y et 3 par 6 et «, ainsi que € 
et « par 3 et y; dans tous les cas « restera le méme. 


(560) Si nous faisons maintenant application des formules pre- 
cédentes au cas de n=41, qui donne m= 8, nous tirerons de 
Vart. 528 les valeurs A=3, B=o0, C=2, D=1, A’'=2,C=—32, 
dou résulte 2 =—2,6—=3, y=2, $=—4, e=0. On connaitra 


2kt 
5 7 


ensuite les angles 6 et 6’ par les équations suivantes ot l’on a= 


n> cos.6 = — 2 — 2€0S8. pu + 3cos. 2p 
n> sin.d= 68in.yp—3sin. 2. 
n* c0s.0'=— 2 — 2.008. 2p. + 30S. p 
n=sin.= 6sin.ap+3sin.p, 


- é ’ 
Soit k=1, on aura comme dans art. 557, 
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—i+V5 —I1—-V5 
Ay fase COS. 22 == Z : 


cos, p= 


Substituant ces valeurs dans celles de cos. et cos. 6’, on aura 


_ —9—5V5 i pe rade 
OS Me Ca 2 COse0 SVE 


ou plus simplement pour le calcul trigonométrique , 


: 517 & : ’ 5V5 ae" 
sin.o=V (4 cos. Til, sin. 6 =v (4 x cos. 36° ) F 


ce qui donne, eu égard a la valeur négative de cos. 6, 


Grau q1. 50. 20721 4Ge 
b=? 85250 .59 81070 
26+ 6 ==369. 5.52 .294735 
O79 «40 10 =A4one 


D’apreés ces valeurs de 6, 6’, et w, les cing valeurs de la racine p, 
tant exactes qu’approchées, seront ainsi exprimées : 


pee ay leon, tt con (2 » — 4)] = 3.06253 go84o0 
p=—}+3(41)?[cos.(@+ 1) + cos. (2 + 2p.—8)]=-— 4.52906 11770 
p= $(41)?[cos. (0+ 24) +c0s.(20-+ 44 —6)] =— 1. 19586 68420 
p—t+3(41) [cos.(o+ 3p) + cos.(20-+4+6u—8)J= 1.21628 75050 


p= $+ (41)? [cos.(o+ 4p) + cos.(2©-+ 8u—6)'= 0.44610 14295 


Quant a l’ordre qui régne parmi ces cing racines, il est l inverse 
de celui que donnent les formules de l'art. 53-. On aura ainsi, en 
faisant p =3.06253 9084, les mémes valeurs de p’, p’, p’’, p™, qui 
ont été trouvées ci-dessus , sauf les petites erreurs qui peuvent étre 
attribuées aux tables trigonometriques a dix décimales. 

Au moyen de ces valeurs de p, p’, etc., on connaitra comme au 


vy ee 10% ; ae 
n° 542 lune des quantités COS. 7, COs. 7, etc. qui servent, soit a 


résoudre completement l’équation du 40° degré X==0, soit & di- 
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viser la circonférence en 41 parties égales; et puisque les quantités p 
dont on a donné les valeurs approchées, peuvent s'exprimer exacte- 
ment par des radicaux cinquiémes appliqués a des quantités de la 
forme M+ N{“—1, il est clair qu’on pourra aussi exprimer par 
ces radicaux, concurremment avec des radicaux du second degré, 
toutes les racines de l’équation a — 1 =o. 


(561) Si on appliquait la méme méthode de réduction a P’équation 
auxiliaire 


P+p'—4p—sp’'+ 3p+i=o, 


qui se rapporte a léquation a2''— 1 = 0, on parviendrait aux mémes 
résultats qui se trouvent dans les Mémoires de l Académie des Scien-. 
ces, an. 1771, pag. 416. I] parait done que c'est a Mandermonde 
quest due la premiere idée de cette sorte d’analyse qui permet d’ex- 
primer d’une maniere explicite toutes les racines d’une équation 
du 5°" degré, dont dépend léquation «*— 1 ==0. On doit méme 
ajouter que cet auteur a proposé sa méthode comme étant appli- 
cable a la résolution de toute équation a deux termes; mais il ne 
lui a pas donné les développements nécessaires pour justifier son 
assertion. 


De Véquation auxiliaire du septicme degré qui a pour racines les 
périodes de m termes, en supposant n==7M + I. 


ae n" " 5 F acon 
(562) Nous représenterons par p, Pp’, P,P”, P, P's", les va- 
cines de l’équation a résoudre qui sera toujours de la forme 


p’ + p’-+ Ba Sat aoe Chm), 


Cela posé désignant par R une des racines imaginaires de l’équation 
R’—1=0, cest-a-dire, faisant 


2kn 


akn 
a Bh 


R=cos. -+- |“ — 1 sin. . 
7 


k étant un des nombres 1, 2, 3,4, 5,6, nous supposerons 
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T=pt+pR-+p’R +p" R + p' Ri + p'R’ + p"R’, 
puis élevant cette quantité au carré et faisant 
T’=a+0R’+cRi+ dR + eR’ +fR°+ gR”, 


| il est aisé de voir qu’on aura 
a=p + app’ + app’ + ap"p™ 
b =p" mS 2p p te app" a's Daas s 
c= p+ app! + app + 2p" p™ 
d= p+ ap" p’ + 2p p! +2ap"p 


e== p+ OP aes 2p p' 
Ufa tele Tg imate Wat 
FE ER 


g=po+ app + 2ap'p’ + 2p" p 


‘Tl faut ensuite réduire ces coefficients a la forme linéaire, en sorte 

quwon ait 
oe / / : ; : 
a=ap+6p'-+yp + op + sp™ + Cp" + ap", 
et on voit que l’expression de a fera connaitre celle des coefficients 
suivants b,c, d, etc.; car pour passer d’un terme au suivant, il suffit 
9 ’ ~ e / . 

d’avancer d’un rang toutes les lettres p, p’, p’, ete. , les coefficients 
x, 6,7, ete. restant les mémes. On aura donc |’expression suivante 


de T°: 


ity na dane) Mined at es vir 
+R (ap + 6p" + yp" + Sp" + ep" +0p" +np) 
+ Ri(ap"+ 6p" + yp'+ dp" +ep"+lp +np’) 
+ Rap" +ép"+ yp’ + dp" +ep +0p! +p”) 
+ Reap’ + 6p" + yp + dp + ep! +Cp" +ap’”) 
+R°(ap +6p"+yp + 3p + ep" +p" + np") 
+RY(ap'+ép + yp! + dp" + ep +p" + ap’). 


(563) Cette méme quantité ordonnée par rapport aux racines 
P,P’, pr, ete., sera 
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Pe p (a +nRe+ CR+eRo+3Ri+yR°+ ER") 
+p’ (6+ aR? + Ri+CRo + Ri + SR” + yR”) 
+p" (y + 6 R?+ aRi+nRo+ CR +e Re + 3R) 
+p’ (S-+ y Re + 6R4+ «Ro + a Ro + CRY + RY) 
+ p™ (e+ dR*+ yRi+ 6R°-+ oR +R" + CR”) 
+ pY (C+ R?+ dRi+yRo+ER>+ aR? +4R”) 
+ p™ (n+ CR*+ cRi+dR°+ yR'+ ER’ + ch”). 


NI 


Maintenant si on appelle A le coefficient de p, il est facile de voir 
que AR’*, AR‘, AR’, ete., seront les coefficients de p',p", p!"' ete. , 
en sorte qu’on aura 


hy NG, + p Ro+ p" RB’ +p Ro + py Re + p" R*°+ p" RY; 
et le second membre se réduit a A'T’ en désignant par T' ce que 
devient T lorsqu’on met R’ a la place de R. Nous désignerons sem- 


blablement par T” ce que devient T lorsqu’on met 'T” a la place de 
R, et continuant ainsi nous formerons les six polynomes : 
T =p+pR +p" +p’R? +p "RS +p'R® +p" Ré 
T =p+p R+p' RS +p" RS +p" R? Ba 7 eA en 
T’ =p+p B+ p' RS +p" Rs +p R?+p'R? +p" R® 
T= p+p Rip’ RS +p" R?+ py Re +p’ Re + pp" Rs 
Tre=p+p Ri +p Re+p"R?+p RR? + p'R* +p" R* 
T =p + p'Ré+p"R? + pRB pv R44 p' Re +p R*. 
Ie septiéme qu’on formerait par analogie sous le nom de T"' se 
réduirait a p + p!+ p+ p''+ p" +p" + p", quantité égale a —1. 
Il est nécessaire aussi de rapporter le tableau des valeurs de A , 
comme il suit: 
A =a+nR? +R! +eR° + 5R* + yR°+ ER” 
A’ =a+nR! +¢R® +2R?%+ dRY+ yR°+ ER” 
A” =a+nRo +¢6R74+ eRE+ SR%+ yRo+ ER® 
A” =a -+nR* +CRY+ R44 OR? + yRo+ ER® 
Wy + aR? + CR?+ 2 R?+ OR*?-+ Reo 6éR® 
AY a + R74 CRM+ ce RO+SR® + y Res 6R” 
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(564) Cela posé I’équation T?=AT", dans laquelle on mettra 
successivement R?, R?, R’, R°, R° au lieu de R, fournira les six équa- 


tions suivantes : 
RPS AT, Teal Teal eS Arie, (ee AG ben 
T:— AY Aye 


Si on multiplie ensuite les valeurs de T et T*, on aura 

TT fp +R pp +P pp" + RS pp” + RY pp’ + REY pp + RY pp” 
Maison aen général /p’ =n—m, /pp'=/pp'=/ pp =/ pp" =! PP" 
={pp'=—m.Donce TT =n—m(1 + R+R*+PR?+RI+R°+R')=n. 


Une semblable analyse donnera T’T"=27 et T’ T’’= 7, d’ailleurs 
ces deux équations se déduisent aisément de la premiere d ied ea 7 0 


mise sous la forme o(R)o(q =n, il suffit pour cela de mettre 


dans celle-ci R? et R’ a la place de R. 


Enfin on démontrera comme dans lart 554 que les quantités T, 
‘I’, T", etc. sont toutes de la forme 7? (cos. p +|”—1 sin. 9), de sorte 


que le module réel de ces quantités imaginaires est constamment n> 

Il en est de méme des quantités A, A’, etc., ce qu’on peut démon- 
trer directement; mais ces propriétés peuvent étre déduites de celles 
des polynomes T. En effet , si on multiplie entre elles les deux équa- 
tions tess AT) Wises AY Deon aun Era A Ae on 
nv’ ==-nA A‘; donc AA‘=n; on trouvera de méme A’ A“=—=n et 


A" A’ =n. Enfin de ce qu’on peut supposer T=? (cos.g +)” — 1sin.¢), 
=f, a ‘ ; : A Me 

——3F ya > t | ? ? = 

| a (cos. 9 iL —=Lsinve J; il s’ensuit quon a 7 ou A= 

n* (cos. (29—9')+ 1’—1sin. (29—@)], et ainsi le module réel de 


A est encore n*, ce qui a également lieu pour les autres quantités 
analogues A’, A’, etc. 

(565) Voyons maintenant comment on peut exprimer la valeur 
de Tenfonction des quantités A. Nous aurons d’abord T!= A?T?—= 
APA'T™; de la T'== A‘ A°T’? == A‘A" AT, ou T7=A‘A? A” 
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ainsi le polynome T peut s’exprimer par les quantités A qui sont 
fonctions de R seule. 

° . k L ’ : 
Si on fait = u, Aétant l'un des nombres 1,2, 3,4, 5,64 vo- 
Jonté, on aura 

R = cos.p +W— 1 sin. 

R?=cos. 2p. + “— 1 sin. 24 

R*=cos. 3p +— 1sin. 3p. 

Ri=cos.3n—V— 1 sin. 3p. 

R’ =cos.2»—W— I sin. 2p, 

R°= cos. p —)“— 1 sin. p. 

Et comme l’équation R’—1=o0 dégagée du facteur R—1, n'est 
autre chose que o=1 + R+R’*+R?+R‘+R°+R’, langle yp. satis- 
fera a l’équation 


O= I + 2C0S.p + 2008. 2p + 2008.3y, 
ou en faisant 2cos.4=2’, 
oe t+ xv’ —er—l, 


et les trois racines de cette équation seront 2c0S.p, 2COS. 2p, 
2cos.34, dont une positive et deux négatives. 
Si l’on fait par exemple 4-1, on aura par approximation 


63889 _ 


2008p = xoae== 1.24697 96037 
2. COS. 2 .==— = 0.44504 18678 
20s. 3 4.==— sie = — 1.80193 77362 


Substituant les valeurs de R et de ses puissances dans la formule 


A=a+R’+ CR‘ + ete. =n? (cos.6 +)“— 1 sin.6), on aura pour 
déterminer l’angle 6 les équations 
17. 
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n= C08. 9= 21+ (n+ 6)cos. 2p. -+ (C+ y)cos. 3p. + (¢ +8) C05. p 
nzsin.d =  (,—6)sin. 2» + (y—O sin. 3p + (3 — e) sin. pv. 


Semblablement si l’on fait A’— 77 (cos.6' +)“— 1sin.6’), A” = 
n? (cos. 6” + 1“— 1sin.6"), A" = n? (cos. 6” —)“— 1 sin. 6”); on aura 
pour déterminer 6’ et 6’ des équations qui se déduisent des préce- 
dentes en mettant successivement 2p, et 3y. a la place de p, ce qui 


donnera 

n2cos.é =a+ (4 + 6)c0s.3p.+(C +y)cos.y +(e + 5) cos. 2p 

n?sin.6 = —(n—6) sin. 3u—(y—Z) sin.y +(d—e)sin. ay 

n? cos.” =a +(1+6)cosi py +(€+y)cos.2u+(e + 3) cos.3u 

n> sin.6”= —(n—6)sin.p. +(y—C)sin.2¥+(d—<)sin. 3y. 
Ces trois angles étant ainsi déterminés de 0° a 360°, la substitution 
des valeurs de A dans Péquation T7= A‘A” A”, donnera 

q = f vIn” 
T’ = n*[cos.(46 + 26’— 6")+ “—1sin. (46 +26’— 6”)]. 


tats 2 9 /__§!"' 
Ainsi en faisant o = , On anra 


T =n? (cos.o +|— Isin. a), 


et lon remarquera que dans cette valeur qui en renferme implici- 
tement sept, on peut augmenter o graduellement de — , = : hs ; 
f, re 


/ / 


8% 107 127 


? 


ha ae Me ae al 


(566) Il faut maintenant d’aprés la valeur de T déterminer, sans 
aucune ambiguiteé, les valeurs de T’, T’, T’”, T", T’. Pour cela nous 


r j T 4 DME ; 
avons les équations 'T’ =) T= 4 Ta, ees, | eee 


d’ou |’on tire 
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digo [cos. (2 — 6) +)—1sin.(20—4)| 
T= n= [cos.(4o—29—6') +/“—1 sin. (40-26 — 9)| 
TAs [cos. (4a — 26—6')—/“—1 sin. (4w — 25— 6’)] 
Te n3 [cos. (2 —6) —l“— 1 sin. (2 © —6)| 
iy =n [cose —[— isin. |. 
Mais en ajoutant toutes les valeurs de T,'T’ jusqu’a T™' ou — be 
ona —14+7T+T4+T'+T"+T"+T'=7p ; done 


p=— > +-~[eos. o + COS.(20—6) + cos. (4 o — 2.6 -—6')| 


Cette formule servira en méme temps a trouver les six autres valeurs 


: : 27 
dep, il suffira pour cela de mettre successivement pour , o+ =e 


o = ay = ee Od a a 5 
7 7 
Dans les applications aux valeurs particuliéres den, il faudra 
déterminer par les voies ordinaires les coefficients «,6,y..., ce 
qui se fait au moyen d'une valeur de la racine primitive g qu’on 


choisira a volonté. 


(567) Nous remarquerons encore que les équations trouveées four- 
nissent trois équations de condition entre les sept coefficients «, 6, 
y.--n, outre l’équation connue —t =a+6+y+d+e+C+7. En 
effet, sion éléve au carré les valeurs trouvées pour 7? cos. 6, 27 sin.6,- 
on trouvera, en ajoutant ces deux carrés, l’équation de condition : 


n=L+2Mcos.p + 2Ncos.2p + 2Pcos.3u, 


dans laquelle 
La’ + 6’ +P tee + C+ rsfe 
M=ad+6e+yCtdnteat l64+ny=/ad 
N=ab6+6y+yo+e + eCt+ln+na=/ab 
say tb bd + yet dC tent lat n6=/fay, 


262 THEORIE DES NOMBRES. 


et il faut remarquer que [+ 2 M+ 2N + 2P est le carré de a+6+y 
+3+e++47%, quantité égale a -—1, et quainsi on a 


1=L+2M+2N+oa2P. 


On peut ensuite dans notre équation changer »p en 2p, ce qui 
donnera Je résultat qu’on déduirait des valeurs de 7n*cos.6 et 


n=sin.6', de méme qu’on peut changer » en 34, ce qui donnera le 
résultat dia l’élimination de 6”. Done on aura les deux autres équa- 
tions 

n==L+ 2M cos. 24. + 2Ncos.3u4+ 2P cos.p 

n=L# 2Mcos.3n+ 2Ncos.y + 2 Pcos. 2p. 


Maintenant si on met a la place de 2 cos. 3». sa valeur — 1— 20s. 
— 2 COS.24, On aura 


n=L—P+ 2(M—P)cos.p» + 2(N—P)cos. 2. 


Et parce que les quantités cos.y., cos. 2», sont des irrationnelles 
non-réductibles l'une de l'autre, i] faut pour que cette équation sub- 
siste qu’on.ait M=P, N=P; ainsi on aura n= L—M, dailleurs 
nous avons trouvé 1:=L+2M+2N-+o2P, done :—L+6M, 
ou L.= 1—-6M,ce qui donne n= 1—7 M; donc M=N=—P=—m, 
et .=1 + 6m. On aura donc les quatre équations de condition : 


1+Om=e7 +0 +7 4+ 04+ 840+ 7=/e 
—m==ab + 6y+yd + de+e6+ Cnt na=/ab 
—m=aytbd+yet dC tent lat r6=/fay 
—m==adS +6etyC+ont+eat l6+ny=/ad. 


au. moyen desquelles léquation atG+tyt+to+et+ltn=—I 
se trouve exprimeée et ne fournit pas une nouvelle équation. 
On voit aussi par la premiere équation que la plus grande des 


by 6 
quantites a,6,y...1, est <I“ (1+6m) et >VvC “= =): 


lel 


/ 


(568) Ayant développeé suffisa.ament la nouvelle méthode de reé- 
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duction pour les cas généraux de n= 5m +1 et n= 7m-+-1, il nous 
parait inutile de pousser plus loin ces applications, et on voit 
que, quel que soit le nombre premier *, compris dans Ja valeur 
n=km-+ 1, 0n parviendra toujours a résoudre aussi simplement 
qu ilest possible , ’équation auxiliaire du degré * qui a pour racines 
les périodes de mm termes dans lesquelles se partage la période (m —1, 1) 
comprenant toutes les racines de l’équation proposée X =o. 

I /équation auxiliaire du 3° degré qui a lieu lorsque n=3m + 1, 
et dont nous avons donné le type général (art. 514), étant facile a 
traiter par les méthodes ordinaires, nous n’avons pas ecru devoir 
nous en occuper jusqu’a présent. Cependant, pour mettre plus d’uni- 
formité dans cette théorie, il ne sera pas inutile d’appliquer aussi a 
cette équation notre méthode générale de réduction. 


(569) L’équation a résoudre pour le cas de n= 3m + 1, est 


p+p—mp + 5 (m—nC)=o. 


I] faut pour déterminer C mettre 47 sous la forme 4n=a’+27b’, 


caw ta 


comme cela est toujours possible, et on aura , le signe 


: , s ere ex a2 a . : 
ambigu étant déterminé de maniere que —> soit un entier. 


Cela posé, désignant par p, p’, p'’, les racines de l’équation pré- 
cédente si on fait suivant la méthode générale, 


F=p+pR al 
et T’=p + p'R’>+ p’ RB’, 


R étant une racine imaginaire de léquation R’— 10, on stip- 


posera 
T?=a-+ dR’ +cR', 
et on aura 


a=p’ + ap'p", b=p"+ap'p, c==p'’+ app. 


Il faudra a Yordinaire réduire le coefficient a a la forme linéaire, 


a=ap+ 6p + yp", 
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et de cette valeur dea, on déduira celles des deux autres coefficients 
b etc, en avancant successivement d’un rang les quantités p et 
regardant p” comme égal a p. 
Si on ordonne ensuite la valeur de T? par rapport ap, et quon 

fasse 

A=at yh? +6! 

A'=a+yRi+eER', 
on aura 

A bere ae 
Enfin on trouvera par les moyens déja indiqueés 
i iveeaye. 


ce qui prouve quon peut faire a-la-fois 


T =n? (cos. + — 1 Sin. w) 
T’ =n? (cos.o—l— 1 Sin. ). 
Maintenant des deux équations ‘’=AT’, T?=A'T, on tire 
(TT )==AA‘T’T, et par conséquent | 
AAG Tian 


ce qui permet de supposer a-la-fois 


A= 7 (cos. + |“— 1sin.6) 
arr (cos.6 —|“— 1 sin. 6). 
Mais des deux equations T?==AT’, T’?=A'T, on tire encore 
eA hte AA Te ou 
Ase AMA ce A: 
Ains: des que A sera connu on aura inmeédiatement la valeur de T. 
Orsi on appelle p. langle bs Kk étant 1 ou 2, 0n aura 
R = cos. p +) I sing, 
== 00S, p--- | SI. p. 
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>? : 
Liequation o=1+R-+R* donnera done o=1 + 2008.» ou. . 
cos. .==-~>, et on aura également cos. 24.==-—+. 


a 


Substituant les valeurs de R et de R? dans Péquation A=«+ 


y R’+ 6 R‘, =n? (cos. 6 +)’— 1 sin.6), on aura pour déterminer ¢ 
les deux équations : 


n? COS.0= a + (y + 6)cos.p =a — (y+ 6) 


n> sin. 6==(6 — y)sin. p; 


el parce qu'on a toujours «+ 6+ y==—1, la premiere équation 
rt 
donne 7? cos.6==+(1 + 3a). Mais au moyen des valeurs linéaires 


de p* et de pp’, on trouve en général «a=3C—m —1; done 

E 2 j a 
n> cos. §==+(g C—n—1)= +a, ou cos. == +—-- 

2nz 

Dans cette valeur de cos.6 le signe + n’est pas arbitraire; il 
est déterminé par la condition que n + 1a soit divisible par 9; 
ainsi il n’y aura a choisir qu’entre les deux valeurs 6 et —6, ou 
entre § et 22 —6; mais l'autre équation n* sin. 6==(6—y)sin. ». qui 
détermine le signe de sin.6, fera connaitre celle des deux valeurs 
qui doit étre admise. 

(570) Liangle 6 étant ainsi déterminé par le concours des valeurs 


sees ; 
de cos.@ et sin.6, ’équation T’=nA=n? (cos.6 + /—1sin.6), 
combinée avec |’équation T 'T’=—n, donnera les deux valeurs 


T=n? (cos.i6 + —Isin. } 6) 
T’=n? (cos. +0— “—1 sim. ; 4). 
Mais en ajoutant les trois équations 


—iI=pt+p+p 
T=p+pR+p'R 
T=p+pR+p'R, 


on a 3p=—1+7T+T’, done 
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et parce qua la place de 6 on peut mettre successivement 6+ 27 
et 6-+ 4x, les trois racines de l’équation a résoudre seront ainsi 


ex primées 
I ant ) 
p==—3+-37 COS. 3 
I ana §+t2 
See are AL oe 


(571) Nous avons dit que la méme solution se trouverait plus 
promptement par la méthode ordinaire. En effet, si dans |’équation 


, . Pf Ala I , 
proposée on fait p== —;— , on aura-la transformée 
t?—3nx=na=o, 


dou l’on déduit par la~formule de Cardau , 
fey | 4 "bY—D| 4 Ve [=2—"b hes b|- 


: a a bub ae 
Soit done =f — =n? C08.9,.——==n* sin.8, on aura 


a=) (n° (cos. 6 + /— rsin.6)]+ L[n? (cos. 6—|“—1sin.6)], 


ou ©==2N? COs. 54, ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 
Soit par exemple n= 991 , l’équation a résoudre sera (art.515), 


p+ p’— 330 p— 23490; 


alors on aura 4n=61' + 27.3’, ce qui donne a=61, b=3r1, et 
comme a doit étre pris avec le signe + pour que 7 +1-+- a soit di- 


visible par g, il faudra faire cos. 6 =e et les racines de l’équa- 
tion dont il s’agit seront: 
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Cette équation aura en outre la propugis qu'une racine P étant 
donnée, les deux autres p’ et p" peuvent s’exprimer rationnellement 
par les owe 


seared OL fleet 9 1 Hoe oli OP 
fae + pags it fon BRIA 


(572) Nous avons vu qu’aprés avoir résolu I’équation en p du 
degré k, on a a résoudre successivement les 4 équations en q du 
degré k', puis les kX’ équations en r du degré k”, et ainsi de suite 


N— I 


jusqu’a ce qu'on parvienne aux équations qui embrassent les 
périodes de deux termes. 

Dans ces auxiliaires successivés des degrés k’, k’, etc., les coeffi- 
cients s’exprimeront toujours d’une maniere linéaire par les racines 
de l’équation précédente, et on pourra appliquer a chacune d’entre 
elles la méthode de réduction que nous avons exposée pour la réso- 
lution de l’équation en p. Mais on voit que les formules se compli- 
quent beaucoup, s'il y a plusieurs degrés d’auxiliaires, selon le 
nombre des facteurs de n —1; elles donneraient lieu aussi A des 
ambiguités qui augmenteraient en passant d'une auxiliaire a la sui- 
vante, de sorte qu'il sera trés-difficile de parvenir par cette voie 
au résultat final qui donne la valeur de chaque période de deux 


termes représentée par x” + a © oupar la quantité réelle 2.cos.—1* . 


Heureusement qu’on peut se dispenser de résoudre successive- 
ment les différentes auxiliaires, et qu'il y a un moyen beaucoup 
plus simple de parvenir directement au résultat désiré. Il consiste 


a considérer tout d’un coup |’équation en p du degré —- qui a 
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5 nu—tI ae ‘ , la 
pour racines les —— périodes a deux termes représentees par 
— 2% ae , : 
r® +r” ou par 2.c08.-—, Cette équation dont tous les coeffi- 


cients sont des nombres entiers connus, se résoudra par la méme 
méthode de réduction que nous avons appliquée aux valeurs k= 5, 
7,3, et les formules géuérales qu’on en déduira seront infiniment 
plus simples que celles qu’on obtiendrait par la résolution des auxi- 
liaires successives. C’est ce que nous allons faire voir dans le para- 
graphe suivant. 
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tact iti a a tae tants tn et tin tn acti ee ti et tn ty ah hn etn in nt ty tnt bs ty hn eo 4, hn ne en 


§ V. Méthode pour parvenir a la résolution générale de l’équation 


X= 0: 


(573) Av moyen de la substitution x + a p, equation X=o, 


qui est du degré »— 124, peut étre réduite a une équation du 
degré k, savoir : 


k k-2 | k-2.k-3_k- k-3 .k-4.k-5 _k-6 
p—(h—1)p + ph A 


a + etc. 
weir rom Pos 
( a k—1 k kK-3 | k-3.k-h k-5 kh. K-5 K-67 
Sat cons —2)p BE eer eres erg. oes ee, -+ etc. 
En effet désignons par P; le polynome 
k k-2  k-2.k-3 _k-4  k-3.k-4.k-5 _ k-6 
Vogler Goro) 8) Siri eens Sie 
qui devra étre borne au nombre de termes ne = ou at ~, selon que 


k est pair ou impair; si on forme semblablement les polynomes 
P,_; et Py_., en mettant A—1 et k—2 ala place de kf, il est facile 
de voir qu’on aura en général 


i= Pee — Py, ) 


de sorte que la suite infinie P, + P,z + P,2....-+ Px2* + ete., sera 
une suite récurrente formée par le développement d’une fraction 
dont le dénominateur est 1—pz-+2’; dailleurs comme on a 
px +x", ce dénominateur sera le produit des deux facteurs 
(1 —xz)(1—2x~*z); d’ou il suit que le terme général P; peut étre 
ainsi exprimé : 

Py=ax'+62-*, 


a et 6 étant des constantes. 
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Mais si !’on fait successivement kK=o et k=1 ce quidonne P,—1, 
et P, =p=« -+ x", onaura pour déterminer « et €, les deux équa- 


tions 
I=a+e6é 
Che S42 br, 
oN , or oe I 
dou resulte «== — —_., 6 = —___.. Donec ona 
poe Toa 
aah ah? 
Pp cea 
A I— 2x’ 
Pp Na Eo, ee 
RT Te 
5 eer —k , . 
et enfin P,;-+ P,_,=a-*. Ss Se X. Donec l’équation Xo 


est représentée généralement par une équation en p du degré f, 
laquelle est P,+- Px: =0. 
(574) Maintenant il faut appliquer a l’équation (A) ou lon a 


n—vI A iz , . r 
k= , la méme méthode de réduction dont nous avons donné 


2 


divers exemples dans le paragraphe précédent. Mais cette méthode, 
déja sujette a quelques modifications lorsque & n'est pas un nombre 
premier , exige des changements assez notables, lorsque / est un 
nombre pair et surtout lorsque ce nombre a plusieurs diviseurs. 
C’est pourquoi nous allons considérer successivement diverses va- 
leurs de n, choisies de maniére que les différents exemples dont 
nous donnerons la solution, réunissent a peu pres toutes les diffi- 
cultés qui peuvent se présenter dans tout autre cas propose. 


Exemple I. n=31, k=15. 
(575) Alors Yéquation en p qu'il s'agit de résoudre sera 


P’— 4p? +78 p"— 220° + 330 p’—252p' + 84 p'— 8p 
+p — 13p"4-66p*— 165p'+ 210 p'—~126p'+28 p'— 1 , 


o=| 
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et on sait a priori que toutes ses racines sont réelles et de la forme 


217 
== 2Ccos. == 
P : 31 


Sil’on prend pour racine primitive de 31 le nombre g=3, les 
différentes racines de notre équation seront ainsi exprimées, sui- 
vant l’ordre qui leur est assigné par les valeurs p = (2, 1), p’=(2,g)), 


Fab eae a a oh 


P —y" ae sae Pp —y 7s Pp =—/y 7. 
eee ES | —3 WE oo wt —15 p ) sf | —13 
par-or P=>rt+r p=r+r 
Yi ee 9 WIT = Xs —14 > he eS —8 
PSrtr Ppo=r'+r P=rt+r 
7 we oy + gens oe ag je r! a ree 
1v 12 a2 1x = —2 XIV TO ——10 
Por = 7 Po=>=rtr p =r Spo 


D’apres ces valeurs il faut réduire a Ja forme linéaire le coefficient 


wt 


p= 7 f- S)) fret =|: 2p ps + 2p p+ ea 
28 2p’ p* -+- apap y =f. 2 DO Dis i 
Or on trouve immédiatement la valeur développée des différents: 
termes qui composent le second membre, savoir : 


eave gees Bae 
eae aS ae DPA Od 

i aa — + p™ Dope spe + p™ 
Vd ae) a Oe PR =P: FP: 


De 1a on déduit 


a=2+4pt+oap'+2p + ap + ap" + ap" +3p"+4qp* 
+ 4p +2p™", 


ou en mettant au lieu de 2 sa valeur —2p—2p’— 2p’, etc., 
a==2p—2p'—2p'+ p™+ 2. p+ 2p'—ap™'—ap™. 


(576) Soit R une racine imaginaire de |’équation R*’—1=0o, 
prise. parmi celles qui ont la propriété de produire par leurs puis- 
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sances successives R’, R’,R‘, etc. , toutes les autres racines de la 


A ; : 27 eas 
méme équation. On peut prendre R=cos.-; +1/—1sin.=;, ou 


ak 2khn 


hen ke ns . 
en général R = cos. —— +) — isin. 


ae k étant un des huit nom- 


bres plus petits que 15 et premiersa 15.Nous avons vu quela fonction 
A qui entre dans l’équation T?= AT”, peut se déduire de la valeur 
linéaire qu’on vient de trouver pour le coefficient a, il suffit pour 


30— P 
cela de changer chaque terme Pp en RO” 7F ce qui donnera 


(1) Am2—2R’—2R°+ 2R*+ 2R"+ R°—2R”—a2R”*. 
Ayant done fait a l’ordinaire 
(2) Ta=p+pR+p'R’ +p’R’. if’ pe Rs, 


on aura léquation T?= A'T’ qui en fournit plusieurs autres tres- 
utiles pour la solution de notre probléme; car il faut se rappeler 
que nous avons désigné par,1", T”, T’”, etc. ce que devient le poly- 
nome 'T lorsqu’on y substitue successivement R’, R’, R‘, ete. a la 
place de R. De méme A’, A”, A”, etc. sont ce que devient le polynome 
A , déterminé par Péquation (1), en y substituant R?, R’, R4, ete. a 
Ja place de R. 

Cela posé lequation 'T?== AT’ et celles qu'on en peut deduire 
composent la série suivante : 


TP=AT, TSA'T, TOS A, TS AMT 
TAT, Teale, Te At Tl Te An T, 
Tits ANT, Tota AT Tce APT, Te APT 
Takes ANT cee Am TI 


ailleurs on demontrera aisément comme dans le § précédent, 


. . re. . \ Fe ° ab 4 yi ji > ae 
que les fonctions Tl satisfont a Péquation T"'I =n, etquul 
en est de méme des fonctions A . de sorte qu’on a cette double séric 


d’6quations 
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n= TT —T’ [st nos Ht fs TT —T” T —T"T™ —T" a —T" 4 a 
m= A A" == A’ A = A” A™ = A” At=A™A™=—A' AU =A" A™, 


Ces équations contiennent les principaux éléments de la solution 
générale que nous allons développer. 


(577) Il faut d’abord procéder a la détermination des angles 6, 
8°, 6”, etc. qui donnent les valeurs des quantités A, A’, A”, etc., sui- 
vant la formule générale 


AN”) — n> (cos. 6”) +. 7—1 sin. 0). 
Pour cela ayant déja fait R= cos. » +|“—1 sin. »., et p= “P= 2h", 
nous savons que A\”) se déduit de A en mettant au lieu de R 
dans l’expression de A; ainsi on aura en général, d’aprés l’équa- 
tion (1): 


Hosa 


| ow! aI Fehr pect Eos OR Bay Re er ony Esc ah 
6 6 
<a eee ee Ree eo oa Re m+-2 : 


formule qui, a cause de R* = 1, se réduit a la suivante : 


A) oe pee a R272 aa a Roz +6 Fags poz+8 5 Riom+10 
(5) 4 Rim +12__, pomt5__ RUE 
De la on tirera deux équations générales pour déterminer langle 
y, savoir : 


n* cos, 6) = 2— 2.C08. (2m+2)p—2¢c08.(5m + 5)» —20c08s. (6m + 6) p. 
+ 2.08.(8 m+ 8) p+ 2.008. (107+ 10) p— 20S. (11 +11) py , 
+ €OS.(12 + 12) py. 

n> sin. 6 ——asin.(2m-+2)p—2sin. (5m+5)p—asin.(6m+6)u 
+2sin.(8m+8)y+asin. (1om+10)p.—2sin. (LEm+ 11) 4 
+ sin. (12m + 12) p.. 


Mais puisque 15y==27, on a en général cos. ae Nero be 
If. 
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et sin. (15¢+b),—=+sin.by, ce qui réduit ces deux équations a 
la forme suivante : 


2? cos, 0 —9—2.C08. (2m-+- 2) p+ cos.(3m-+ 3) y—2.cos. (4m-+4)p 
— 2cos. (6m + 6) p+ 2003.(7 7m + 7) p 

n? sin. 4”) == — 9 sin. (2m+2)4—sin. (3m+3)p+4 2s81n.(4m-+ 4) pv. 

— Asin.(5m+5)p—a2 sin. (67+ 6) u— 2 sin. (7m+7) v. 


De 1a résultent les formules particuliéres 


n cos. 6 = 2 —2.00S. 2p. + 608. 34.— 2€08.4 %.— 2008.6 4+ 2008.74 

n? sin. —=— asin.2y—sin.3y + 28in.4y—4Asin. 5y—28Iin. 6». 
— 251N. 7u. 

n> cos. 6 = 2— 2008. 4y. + cos.6u— 2.08. 74. — 2008.34 + 2C0S.u 

n> sin. =—2 sin. 4y.— sin. Gy. —asin. 7p + 4sin. 5p + asin. 3v. 
+ 2S1N. pv. 

n? c0s.0” = 2 -+ cos. 6 p—4cos. 3y, 

n? sin.” = — Asin. 3p—3sin.6 

n? c0s.”"= 2 — 2.08. p+ 20S. 3u.— cos. 6». — 2€08. 7 v. 

ne sin. #” = 2sin.n4-251n.2u-+sin.dy— 4sin.5yu+2sin.6p+ 2810.7 yu, 

n? cos. 6" = 1 — 2.c0s. he 0 

n2 S1i10) == OSINGOtne=—r0 7 oO 

n? cos. 0° = 2 +05. 3 u—4cos. 6p 


n* sin. 6" =3sin. 3p—4sin. 6 


T 


N? COS.6' = 2— 2. COS. p — 2 COS. 24. — 2.008.3u + 2008. 4u + cos. bu. 


n? sin. "= —2sin.u + 2s8in. 2».—2sin. 3p + asin. 4u + Asin. 5p 
a sin. 6p. 


Ces valeurs peuvent se simplifier au moyen des propriétés connues 


’ — am ——— fo, « > +] 4 4 
de l'angle p= 7 = 24°; en effet par ces proprietés on a 
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cos.4y== ++ cos. 3u— cos. x 

cos, 5y. == —+ 

cos. 6. =—+—cos.3p, , sin. 6u=sin. 4u—sin. p 
COS.7p—=— COS. 2. — COS. 3p, sin. 7p = sin. 3p—sin. 2p. 


Ii en résulte les valeurs suivantes, tant exactes qu’approchées : 


n* c0s.6 —=2 +2005. u — 4cos, 2u—cos. 3u = 0.84155 1495475 


n> cos." == 2+ 4 cos. + 2008. 24 —3 cos. 3. == 4.56539 20601 63 


n> COs. 6” =2—5cos.3u ==—0.04508 49718 75 
n> cos.0”= 3—2 cos.p + 4cos. 24+ 5cos.3 p. == 5.30451 64820 25 
n? cos. 6 = 2 = 2 

n*cos. 6" = 4 + 5 cos. Sp = 5.54508 49718 75 
n> cos. b= 5 — 4 cos. pp— 2C0S. 2n—C0S.3 —=— 2.80146 00376 63 
n?sing§ ==o2sin.n—3sin. 3p —4sin. 5p =—5 50379 98798 71 
n> sin.6’ = asin. 2u — 3sin.6y 4+ 4sin. dp = 3.18703 55092 18 
n? sin. 6” =—4sin. 3u—3sin. 64 — 5.56758 18220 5 
n> sin. 6” = 3sin. 3 + 28in.4y—A4sin. 5y = 1.37811 0724284 
n> sin.6 = 6sin. 5p ==) 9519010 94227,.00 
n? sin.@’ =3sin.3u—4sin.6p = 0.50202 85397 15 


n2 sin. = 2sin. 2y—2sin.3y+3sin.6p+4s8in.5u== 4.81163 39903 80 


Par ces valeurs numériques on voit que dés sept angles 6, @...6"", 
deux, savoir § et 6”, ont des sinus négatifs, c’est-a-dire sont comptés 
entre 180° et 360°; les cing atitres sont compris éntreé zéro et 180%. 
Voici le résultat du calcul de ces angles ot la précision a été portée 
jusqu’a la 6° décimale de seconde. 
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6 ==— 81° 18! 93" .797116 
@ == (34 55. “6° 1050634 
6” —=— go 27 So .247518 
Vises A Tg es Oge roe 
== 68-56053 992003 
Cy SS. 5 10 23 .569784 


("es 190.19)59 ..9a8d71 
Nous connaissons par conséquent toutes les valeurs des auxiliaires 
A, A’, A” jusqu’a A*""; car ona en général 
A =n? (cos.6™ + 1“—r sin. 0), 
et son complement 
\G (cos.4 —|“—1 sin. 6°”). 


(578) Venons maintenant a la détermination des guantites T, 
qui est l'objet principal de ces calculs ; on déduira d’abord des équa- 
tions (3) les valeurs suivantes : 


TT? ies ee Ts 
fe a ea 
Mil i ee 
T= 7 =p 
T Aa Yee Tr 


— Are — Key igre gae 

f.a derniére donne 

os Gee 8 ‘4 ue vie 
TS ANAM AM Ate 


ou en substituant les valeurs de A, A’, A”, A™, 

5 7 om ‘ ’ mr ert 
T’=n* [cos.(80+460' +26 +0°")-+-/—1sin.(86 + 46+ 20'"+6"")). 
Done si on prend I’angle w tel qu’on ait 

go trea eat gy 


15 : 
la valeur de T sera 
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T=n> (COS. o + “— I Sin.w). 
T étant connu, si on fait T’ =n? (cos. wo +)—Isinw’),..... 


T’=n* (cos. o” + — I sin. w”), et en général 


T = n> (cos.0) + 1 —1 sin. wo”, 


- + 4 Bs fu 2 Mt Mie 2 : ; 5 
les équations hese yd Basho ars T=) donneront immédia- 
tement 


wo! =20—6 


wo” = hw —20—8' 
a= 8w— 4—20' — 0”. 


Ainsi on connait déja les quatre fonctions T, T’, T”, T’’, et léurs 
compléments 'T*"", T=", T*, T"; et on voit que la somme de ces huit 
fonctions est représentée par 


oni [cos.w + cos.(20—?) + cos.(4—a t—t’) + cos.(8o—46—24’—0"”) |. 


(579) Pour avoir les fonctions T” et T’, j’observe que des équa- 
tions (3), on tire 


: 4 capenn LEE Boy "4 
Vey aac 


Ensuite comme on a T’ T* =n, il en résulte 
Teor ARAN, 
ou 
§ : , . 
T’* =n? [cos.(26"-+ 6") + /— 1 sin. (26+ 6")]. 
Donc si l’on fait 
” a4" 4 ¢" 
Te ea 
on aura 
T’=n? (cos.o' + — 1 sin.w’). 


De cette valeur on déduira ensuite 


ia 1 


T' = 77 =n (cos. (2 wo’ — 6" )+)/—1 sin. (20"—6")], 
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et ces deux fonctions feront connaitre leurs compléments ou inverses 
ety be savoir: 


T" =n? (cos. o” —)“— 1 sin. w"’) 
Tn [cos. (2 0’— 6") + 1“—1 sin. (20”— 6")]; 
d’ou l’on voit que la somme de ces quatre fonctions serait 
an? [cos. w+ cos. (2 © —6”)]: 


mais ici 1 se présente une difficulté. 

Lorsque nous avons déduit T” de T”, langle 26°+ 6" compris 
dans l’expression de T”, au lieu d’étre désigné simplement par 
20” + 6", pouvait l’étre par 26” + 6’+ 277, 7 étant un nombre entier 
quelconque, positif ou négatif. Ainsi la valeur de »” que nous en 
avons tirée, pouvait étre exprimée plus généralement par 


20" otk 


5 5 


Il y a done réellement cing valeurs différentes de T” gui résultent 
de cing valeurs de w”, lesquelles sont : 


»  _20'46 ,, 204 on, 6 Od 
ON 5 seo) 5 5? Oh 5 = a5 ? 
a0 1 0 auCree yee god tO) ee 
QO — oe + Be ® ee om + now 


Pour savoir laquelle de ces cing valeurs doit étre employée, il faut 
trouver moyen de déduire directement T’’ de T sans ambiguite. 
; oe ; F ’ 5 
(580) Pour cela soit =;-=M, je dis que M sera une fonction de 
R seule , indépendante des racines p; en effet, sion avance d’un rang 
1 ae ay 
R’ R*” R?? 
4p AW r . . 
donc “pr restera constant. IT ne s’'agit donc que de trouver la fone- 
tion M d’aprés l’équation T T’=M 8", et i? résulte ce cette équation 


les quantités p, les polynomes T, T’,T’, deviendront 


que M devra étre de ha. fornre 7? (cos. @ + L“—1 sin. @); ear comme 
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ona 
T =n (cos, o +)’—I sin.) 
(iene * (cos. of + /—1 sin. o) 
Teme 7y* : (cos. w" o +) —Isin.w), 


il s’ensuit que la valeur de M est 
M—n; [cos. (w o — o’) +)—I1 sin. (w +o— w’)]. 


Ainsi on deyra avoir # + wo —o’=@, et lorsque © sera connu, on 
déduira de cette équation Ia valeur de wo”. 

Pour avoir la valeur de M il faudra saben 4 i le produit des 
deux polynomes, 


gi =p +p R + p" R+ p”’ R3 Poi. ® +p R* 
T=p+pR+p'Ri+p’R’..... +p R*, 


et réduire les différents termes 4 la forme linéaire en p, p’, p” 

etc. Dans ce développement on peut se borner aux seuls termes 
qui contiennent p; car comme on doit avoir TT’=MT"’= 
M(p+p’R’ +p’R’+ etc.), il est évident que M sera égal a la 
somme des termes qui multiplient p. 

J’observe d’abord que le terme constant 2 se trouve dans lex- 
pression des carrés p*==2+p™, p?=2-+p*, p’=2-+ p™ etc. , et 
que 2 peut étre remplacé par sa valeur — 2p—2p'—2p"...—2p"; 
ainsi le produit T'T’ contient une premiere partie affectée de p | 
savoir : 


—ap(1+R'+R’..... + R*), 


provenant des termes p* + p” R? +p!” R° + ete. 


Mais il est facile de voir que cette partie se réduit 4 zéro, car elle 


1—R45 I< 
est égale 4 — 2p.——pz=— 2p. 


5 
~-(1+R°-+R*); or on est 


convenu de prendre pour R une valeur imaginaire qui rend RY=1, 
sans rendre R?=1. Ainsi les termes du produit T'F’ affectés des 
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carrés p’, p”, etc., ne produisent aucun terme linéaire affecté de p, 
sice n’est le terme (p")’ R", qui se réduit a (2 + p) R", et qui donne 
ainsi dans la valeur de M une premiere partie R“ ou R’. 


. . . . , a —-a 
Maintenant si les racines p, exprimées en général parr +7, 
sont rangées dans ordre numérique des exposants a, on aura 


P —y' =f ra Pp —/y* a ae pa jee pee 
p=r ae ro pS f =p ro? Vy — yp? ro 


, ¥ benpoe xK Set} —8 a 13 ‘3 
poers+r DY Le aaa | Lp a al 2 

a 4 —4 ; ir 9 —9 vr 14 —1th 
U1 heeaeet VS a Cea PO srr 

v 5 —5 XIV 10 —10 u 15 —15 
PS Pee | RD sols sae 


Par cette disposition on voit immédiatement que dans le produit 
TT’ le terme linéaire affecté de p, ne peut résulter que du produit 
de deux termes consécutifs de la suite précédente, savoir des termes, 


PPD a) Pendant ap 


5 e 77 7 . ‘ 
Ft comme chacun de ces produits p P appartient a deux termes 


ne Rae fee Rede produit TT’, il en résultera deux 


Rees 2” ©" dans la valeur de M. Ajoutant donc toutes 


termes 
les quantités ainsi formées, réduisant les exposants, lorsqu’il y a 
. ny y . ( fr . . ‘ . 

lieu, d’apres Péquation R“ = 1, et joignant a cette somme la partie 


déja trouvée R?, on aura la quantité cherchée 


M=2+4+2+2R+4R’+ 3R'+4R'>4+ 2R°4+ aR? 
+ R®+ Ro + oR?e+ 4ZR' +R? + RR“. 


Or il existe des réductions générales dans les puissances de R; on 
a dabord Pequation 


Om P-P RSE Hee Re Oe -—- R* 


Ensuite puisque la valeur de R est choisie de maniére quion n'a 
ne t—R' =o, nt 1—R'=0, on pourra deduire de Péquation 
1—--R'"=-o les deux suivantes : 
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o=1+R> + R°+ R9+ R” 

o=1+R°+R”, 
au moyen desquelles la valeur de M peut s’exprimer ainsi : 

M==-—2R+3R'+ 2R!+ 2 R'’— oR’ + oR’. 

Substituant les valeurs M—=n? (cos. 0 + )“— 1 sin. 0), R= cos. p 
+ (— 1sin.n), on aura les équations 
n* COS.O==1 — 4cos. p —2 608.2.—5 08,3 p =— 2.44735 80714 13 
n*sin. © —=— 9sin. 2p + 5sin. 3p + 2s8in. 5p= 5.00104 37380 go, 


dow résulte 


G== 116'4-39; 571039: 


(581) Les valeurs trouvées de 6, 6, 6”, 6", donnent par approxi- 
mation ; 
150== — 361° 54' 3a". 705635; 
on peut prendre simplement 


the=— 1°54 32”.705635, 


ce qui suppose 150 = 86 + 46’ + 2607+ 6" + a7, et on aura 


o =— 0° 7’ 38".180376 
109—A— = i pe Tobie 366364 
20—V=wo = 127 11 8 .b682004. 


Pour avoir ensuite la vraie valeur de o”, cest-a-dire celle qui doit 
correspondre & la valeur prise pour o, il faut la déduire de ’équa- 
tion »” =o + » —@; on aura ainsi 


oe == —-3>° Q oY SO000T, 


valeur qui saccorde suffisamment avec la prenuere des cing que 
nous avons données ci-dessus, savoir : 


o/' + 6° hte - ; he as 
eae SS Pie vce te Le 008 8 
5 ( 
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Nous en conclurons que l’angle © satisfait exactement, et non pas 
simplement par approximation, a la condition 


—0=ou-+ wo —+(20" 4 6) = 30—0— + (207+ a) 
ou 


Wt 


50 = 15a—59) — 26° —6 = an +30 + 46 4+267" 4 0" — 6". 


Connaissant ”, l’équation T’?== A” T’ donnera la valeur de T", au 
> 
moyen de l’angle 


wo” = 20’ — 6” — 60 — 26—_20— 9’. 
Donc la somme des deux termes T’+'T" jointe a celle de leurs com- 
pléments T* + T’", sera 


2 n? (cos. (30 —0—8) + cos.(6 o—26— 6’—20)}. 


(582) Pour former lasomme de toutes les quantités T,T’/T”...T", 
il ne reste plus qu’a trouver la valeur de T" et de son complément 
Torona tl" AVl'= et par consequent seh Sree 


faisant done a Pordinaire T’==7? (cos. +)/“— I sin. o), on 
aura 


30°—0"=0, 2n, ou Ar, 
ce qui donne wo égal 4 Pune des quantités 


Oy 88 -joo mw. Oa 


3° Che 3 


Pour savoir laquelle de ces trois valeurs doit étre employée concur- 
remment avec celle de o, il faut recourir au méme principe qui nous 
a servi a déterminer la valeur de w”. 

Pour cet effet soit T'T’ —=M’T™, on prouyera aisément que M 
doit étre une fonction de R indépendante des racines p. Done M' 
sera le coefficient de p dans la valeur du produit TT”, développée 
de maniére que les différents termes ne contiennent les racines 
P> Py p++» que sous forme linéaire. Or par une analyse semblable a 
celle qui nous a donné la valeur de M dans equation TT’=MT", 
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on trouvera 

M’ = 2 R*+ 2 R°+ oR'+ oR9—5R”; 
cette quantité étant représentée 4 l’ordinaire par............ 
no (cos, O'-+|“— I sin.0’), on aura pour déterminer ©’, les deux 
équations 
n? cos.0’=+—6cos. 3u =—1.35410 19662 50 
n> sin. o’ —=Asin. 2u—2sin.3u-+5sin.54== 5.40059 32882 41, 
dou résulte 


O = 10g 492, 2971030. 


Comparant cette valeur a celle de ©, il est manifeste qu’on doit 
avoir 6’ = @— 12°==0—<y; et en effet cette équation peut étre 
démontrée rigoureusement au moyen des équations qui déterminent 
les cosinus et sinus des angles © et 0’. 


(583) Connaissant ©’ on aura la valeur de w' correspondante a 
celle de w, savoir : 


a =p + wo” —0' = 229° 58" 99” .930679. 
Mais d'un autre coté on a 
0°" = 29° 58’ 59” 930678. 
Ainsi la valeur de w"’ coincide exactement avec celle de ~ d’ou re- 
sulte la nouvelle équation de condition w+ o”=0'+ $6", ou 
5 o— 26—’=30'+ 5 6'"= O— 19°+ 56". 


Multipliant cette équation par 3 et mettant au lieu de 15w sa valeur 
86+ 46'+ 26+ 6+ 360°, on aura 


30=—26 + 6+ 20"— 6+ 6°"+ 396°. 


Enfin la comparaison des valeurs de ces différents angles donne 
l’équation 0 =6 + 6’—6"+ 72°, qu’on pourrait sans doute démon- 
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trer rigoureusement par nos formules. Ainsi nous avons entre les 
angles 6 deux équations, savoir : 


se EO ah ent LOOs 
26 -+4—34’=20'—6'+ 6", 


lesquelles peuvent servir a déterminer deux de ces ¢léments par le 
moyen des cing autres. 

Si on réunit maintenant dans une seule somme toutes les valeurs 
de T depuis T, 1’, T’.. . jusqu’a T™"", et qu’on y joigne l’équation 
—1= p+ p+p"...+p, on aura pour déterminer p l'équa- 
tion 


I 
P=—1 + 2N? (COS.0-+ COS. + COS.0" + C0S.0” + COS.0' + COS.w" + COS.0""'), 


ou il ne reste plus qu’a substituer Jes valeurs des angles o, déter- 
minées par les calculs précédents. 
Voici les valeurs de ces angles, tant exactes qu’approchees : 


® ——wW 


! z / 
® —=2u+a 0 =5e+ a” 


igh The 
(0) ==3a +a 


wt My 
oo == 4 w -- « 


od 

oh =—-—-)—0 

a ==— 2) —6! 
C= a” —O-+ ip 
a’ ==—- 2 —6"— 20 


o” = 66+" 

wo == 8w-- a™ 
== 0 81°18 ad’ .7a91i6 
=— 34 46 8 .843924 
= 127 4i At .403598 
a) S80 Or Aenean 
oe 20 55 32 .§5967 
=—118 56 27 .282997 


(584) I nous reste 4 substituer dans la formule générale la valeur 
trouvée ci-dessus pour , afin de calculer au moins approximative- 
ment cette formule, ce qui fera connaitre celle des racines p= 

; I 
que la formule représente. Voici done la valeur des différents angles 
wo dont if faudra caleuler les cosinus : 
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a. ==— 0° 97 38". 180396 
amen OT 19 9, OOO: 
wo =— 35 g 3 .385054 
== 197 11 .8 683091 
Pee abo he qo0070 
e = 20 9g 43 .477410 
o'=—119 57 32 .726010 


I! suffirait pour notre objet de calculer ces cosinus par le moyen 
des tables a sept décimales seulement, mais pour plus d’exactitude 
nous donnons ici le résultat du calcul fait avee des tables A quatorze 
décimales : 


2N* (COS. + C0S.0) = 12 86749 02836 4577 
27? (COS.0” + €0S.0") = 19.55799 20442 6960 
27? COS. 0” ' = 10.25161 70782 9619 


h2..67709 g4ob2 1156 


— 1 + 22? (COS.0 + COS.0"")==—13. 29120 11688 2311 


9 2tT VOLE ad et af 
30C0S.3—- = 29. 38589 82373 8849 
_  2ltr ~ : 
COS. —~ = 0.97992 99412 4628 


Or par les tables de la Trig. Brit. , on trouve 
COS. ———= 0.97952 99412 524 
NB eee OO OG Ae 


On voit par conséquent que la valeur de | p donnée par notre ior- 
a 19 
mule est celle de cos. 3—- 


(585) Si la valeur de est augmentée successivement de y., x, 


27 o , a 
—> ou 24°, et que d’apreés chaque valeur de o on 
z 


3p., ete., p étant 


I 
forme les valeurs correspondantes de wo”. . .", o'', la formule don- 
23 T 


nera successivement toutes les autres valeurs de p ou de 2 cos. ae 
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dans l’ordre p, p’, p’ ..-p*", indiqué par la racine primitive que nous 
avons adoptée ou dans l’ordre inverse. Ainsi a partir de 2 cos. 
que nous avons déterminé, on obtiendra les valeurs des quinze ra- 


cines 2.cos. — , soit dans l’ordre 


27 6n 18% 8x 247 

2 Cos. spa) 2 cos. on , 2COs. cea » 2 COS. 3—- 35 > 2COS. 3n 
30% 28% 22% 4t 
2: COS. 5 a 5 2COS. ne , 2COS. 4— aie > 2 COS ae ZOOS ea 


cos walls 2CcOS ane 2COS oe 2COS me 2COS a 
2 Bras Meat see Oe VETS: wey tee 


indiqué par la racine primitive g==3, soit dans l’ordre inverse 


T 14n 16% 
, 2C0S.=—, 2C0S.——, ete. 


2COS. > 2 COS. ‘ D, 
he, 31 


20 
3 31 
On déterminera aisément lequel de ces deux ordres a lieu, en cal- 
culant la formule d’aprés la valeur dew augmentee de 24, c’est-a-dire 
d’apres la valeur 
== 33°52 21” 89, etc. 
L’addition de ya la valeur de » en produit une de 2». sur la valeur 
de w , de 3p sur celle de w”, ete. On aura donc les valeurs suivantes: 


23° 52’ 91” .82 
O S120 od arog 
@ ic=-06 5a 50°.685 
O. ==Oo9 17.8). 68 
Sei, None 


& 
| 


oe 104g 435748 
Se FP PLA ey 
Et en se bornant a sept décimales le caleul de la formule donnera 
saat ee : ce cosinus répond.aussi exactement qu'il est 


possible a I angle = == 116° 7' 44" 52 
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Ainsi en augmentant successivement de » ou 24° la valeur de 
w, et calculant les valeurs correspondantes de o’, o”...0'", on 
obtient toutes les racines de léquation proposée dans lordre p, 
P™,p"...p’, inverse de celui qui est indiqué par la racine pri- 
mitive g== 3. Ces racines suivraient l’ordre direct si, au lieu d’aug- 
menter continuellement la valeur dew, on la diminuait de la méme 
quantité en mettant successivement au lieu de o les valeurs o—p, 
wo—2p, wo—3p, etc. 


(586) Quoi qu'il en soit la formule générale 


t 


ase I 2n* ' 3 ” 
=P =—355 + Zp [€08. w + Cos. (20 + a)-+ cos. (30+ a 
+ cos.(4o + a )+-COS. (5 + a'’) 


+ cos. (Go + a”) 4-cos.(80 + «")], 
; : 2 : 5 
qui donne la valeur exacte de la racine cos. 3 , lorsqu’on fait 


- eG OE ee hn 


15 g 


donnera aussi 4 volonté la valeur de toute autre racine désignée par 
Oe her > 
C08. 3— 5 il suffit pour cela de mettre dans la formule w + my. ala 


place dew, m étant le rang de 27 dans la suite 
20 J14 g1b: 26.12, 45 22, 29, 30;10;0455; 10,052: 
pie ons 30% 
Par exemple, pour obtenir directement la valeur de cos. = ou 


de — cos. = , il faudra mettre dans la formule w+ gp ouw +216° 
a la place de wo. 

Nous sommes donc parvenus a une formule générale qui donne 

a volonté toutes les racines de I’équationen p, ou toutes les valeurs 

21 

de COs. 


Dans cet exemple tous les angles 6 peuvent se construire géomé- 
triquement, puisque les angles ». dont ils dépendent, supposent seu- 


, 2 étant tout nombre proposé de 1 a 15. 
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Jement la division dela circonférence en 1 5 parties. Par consequeut 
la division de la circonférence en 31 parties peut s’exécuter par la 
division en f5 parties d’un are 15 déterminable géométriquement. 
Cette division en 15 parties s’opére par la division du méme arc 
en 5 et en 3 parties. Si suivant la méthode ordinaire nous eussions 
résolu Véquation en p, d’abord par une équation du 5° degré, 
puis par une équation du 3e degré, la premiére aurait exigé la di- 
vision d’un arc en 5 parties, et la seconde Ja division d’un autre 
are en 3 parties; a cet égard comme a plusieurs autres la solution 
ent été moins simple que celle que nous venons d’exposcr. 


Exeniple, I 7i=213,.4 =O. 


(587) Dans ce cas Péquation a résoudre est 

o==p' +p’ —dpi—Ap + 6p? +3p—1. 
Soient p, Pp", Ps PsP’, les racines de cette équation; si on 
prend pour racine primitive de 13 le nombre g= 2, ces racines re- 


présenteront les périodes de deux termes (2: 1), (2: ac , (2) ona), 
(2:3),(2:6), et en eae par rune racine imaginaire quel- 


conque de l’équation 7° — 1==0, on aura 
a pl —r my Aj =H 
p=r +r p=! +Tr 
Pp — r -}- ae Fok rm a rT 
i — re ae ra 7 by eae i 
roa pea as 


De ja on tire les carrés et les produits deux a deux des racines , 
réduits a la forme linéaire, comme il suit : 


Dr =o + p' PP =R +P" pre=p +ep pr Sy + p 
Pr=at+P, PR =P +P PP =p +p pp =p" + p 
Cad cern eet Pies Cine eM Wt Meng! Mead Reh 
posa+ pY p’p =p" +p p"p' =p + p' 
pir2-+ p' pure =p" +p" p'p =p! aT 
po =atp pp =p +p” op posp' + jp” 
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(588) Soit R une racine imaginaire de l’équation R°— 10; 


. ve 27 
nous prendrons R==cos. y+ )“—1sin.p en faisant p= | = bo" 


(on pourrait prendre également p= =). Nous ferons ensuite 
T=pt+p R+p"R +p” R+p Ri +p'R’, 


et nous désignerons a l’ordinaire par T’, T’, T’”, I", ce que devient 
le polynome T, lorsqu’au lieu de R on met R’, R’, R‘, B®, respec- 
tivement. 

Lorsque & est pair comme dans cet exemple et dans tous ceux ou 
n est de la forme 4m + 1, on ne peut plus supposer la valeur de T” 
composée seulement avec des puissances paires de R , comme nous 
l’avons fait pour les cas ott Je nombre / est impair; il faut alors 
supposer 

T’= a+aR +a’ R! 
+bR4+0R°+0'R', 


et on continuerait ces suites plus loin, savoir jusqu’a la puissance 
Ré—, sik était plus grand que 6. Dans cette formule les coefficients 


‘ 


a,a', a’, seront assujétis 4 une loi, et les coefficients 6, b’, 6”, a 
une autre loi. On aura en effet 


CPP rap p+ ap Pp" — app + 2p po hap p” 
Oppo oy Pot ap ple ib —app 4+ app tay py 


Wh THE 


C= pet pe ap p+ ap’ p Uap p’+ap p" + app" 


i 


Ces coefficients doivent étre réduits a la forme linéaire, mais il 
suffira de calculer les deux premiers a et b, car on voit bien que 
les autres se déduiront de ceux-ci en avancant progressivement d’un 
rang les lettres p, p’... p*. On trouvera de cette maniére 


a =2—p' —p" paeap + hp +ap"+ hp 

a’ =2—p"—p" b' =ap' + 4p" +2p"+ 4p" 

a” =2—p"—p 5 — 2p + Ap’ + 2p" ae 4p 
I. 19 
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et la valeur de T? sera 


T?= 2(1+R' +R) +R (2p +4p' +2p"+4p") 
srpeah Wap te eh eee nar eae) 
—p"—p R—pRE + RY(ap" + hp + ap" + 4p). 

Il faut ensuite ordonner cette quantité par rapport 4p, p’...p", 


aprés avoir mis préalablement la partie constante 2+ 2 R?+ 2 R*(1) 
sous la forme 


— (2+2R°+ 2R)(p+p'+ p’+ p" +p"), 
ce qui donnera 

T’-= ~P (—_-2 +2R—2R*—3R‘+ GR’) 
+p' (—3+4R—aR’+ 2R’—2R‘) 
+p" (—2—3R'°+ GR — 2 Ri+ oR’) 
+p" (—2 +2R—a2k’—3Ri+ GR’) 
+p"(—3+ 4R—27? + 2R’—2R'‘) 
+p (— 2—3R?+ 4R’— 2 Ri+ aR’). 


Soit A le coefficient de p dans cette expression, il est facile de voir 
que AR’ sera le coefficient de p’, AR‘ celui de p”, ete. Done en 
taisant 

A=>=—2+2R—2R’°—3R‘+ GR’, 


on aulva 


T? — A ie 


equation quia lieu, comme on voit, pour toute valeur de 4, paire 
ow Impaire. 


(1) Sil ne s'agissait que d’avoir la valeur du coefficient A et méme celle de 
A’, on pourrait omettre entiérement cette partie , parce que la valeur imaginaire 
prise pour R satisfait a léquation o—1-+R?+-R‘4, et méme a J’equation 
o=1+R4-+-R® qui résulte de la precedente en mettant R? a la place de R; 
mais comme la formule générale par laquelle on veut exprimer A doit servir aussi 
a exprimer A”, en mettant R3 a la place de R, la quantité 1 -+4+R? +4-R4 devien- 
drait par cette substitution 1-4 R&-+ Ret serait égale 4 3 au lieu d’étre nulle ; 
il faut done conserver la partie dont il s’agit dans expression de A. 
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(589) La valeur de A peut se trouver d’une maniére plus simple 
en observant que A doit étre égale au coefficient de p dans la valeur 
de T* développée et réduite a la forme linéaire. Mais d’abord il 
convient de ranger les racines p, toutes de la forme r*-++ r-*, sui- 
vant l’ordre numérique des exposants «, comme on le voit ici: 
p=rs+r, y Mat ae pia Parr, 


U 


i Tico! gee eo am my nnd ales 8 aha te ales ae a 


Il en résulte que les seuls produits de deux lettres qui produisent 


FE TSS Wd og 


P> sont PPP P™sP™PsP' PsP P’- 
Cela posé le développement de T’ donne une premiére partie 


Pp’ + p” Ro+- p”? Ri+ p” R°+ pR? + p?R”, 


dans laquelle il faut substituer les valeurs p*==2-+- p’,p*=2+-p’, 
p?=2+p",etc.; et d’abord comme le terme constant 2 contenu 
dans toutes ces valeurs, est équivalent a—2p—2p'—2p"—2p” 
—a.2p"— 2p", la partie que ce terme constant introduit dans A 
sera 

—o2(1+R + Ri+ Ro+. R’ +R”). 


Elle pourrait étre négligée pour la détermination de A et de A’, mais 
elle ne peut l’étre pour la détermination de A”, parce que l’équation 
o=1+R’+ R‘+ R°+ R’+R°” cesse d’avoir lieu lorsqu’on met R’ 
a la place de R. 

On observera encore que le terme p» R”, ot l’on a p"* = 2+ p, 
donne un coefficient R*° ou Ré qui doit faire partie de A. 

La seconde partie du développement de T*a laquelle il faut avoir 
égard est celle que fournissent les termes 


Vf ae df 


app R+app"R + ap" p'R'+ ap poR + ap’ PR; 
elle donne dans l’expression de A une troisiéme partie 
2R + 2R°'+2R°+ 2R’+ aR’, 


laquelle étant réumie aux deux autres, forme la valeur complete de 
19 
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A, savoir : 
(1) A=—2+2R—2R’—3R'+ GR’, 


ce qui saccorde avec le résultat déja trouve. 
(590) L’équation T*==AT" dans laquelle on mettra successive- 
ment R’, R’, R‘, R’, ala place de R, produit cette suite d’équations: 


TT’=AT, 2 AT”. T°=—A’T'=— A", 
(2) tee AT: Te =AvT”, 


ou il faut remarquer que dans la troisieme T’” = — A”, on a mis 
—1 a la place de T’, parce que T” étant ce que devient le poly- 
nome T lorsqu’on met R° ou 1 a Ja place de R, ona TY=p+p'+ 
po +p +p” + p’=— 1, et par conséquent T’? == — A”. D’un autre 
cété A” etant la valeur de A lorsqu’on met R? a la place de R’, j’ob- 
serve que la valeur de R tirée de l’équation R°— 1 =o est choisie 
de maniere qu'elle ne satisfait pas a l’équation R’—1 =o, sans quoi 
les puissances successives de R ne donneraient pas toutes les racines 
de l’équation R°— 10; donc cette valeur satisfait a l’équation 


Ré+ 1 =o. Mais en substituant dans l’équation (1) lavaleur R°-= — 1 
i la place de R, le second membre se réduit a —13=—n; done 
ona 
Mu 
=-— fl ) 


et par consequent ‘T’* =n, ou T’=+/n. 

Ce résultat s’'accorde avec celui de l'art. 509; car T” n’étant autre 
chose que le polynome T dans lequel on substitue R? ou — 1 a la 
place de R, on a 


T’=p—p + p'—p' +p" pp’; 


quantité qui d’aprés l'art, cité a pour valeur = /“n. 

L’ambiguité du signe se justifie ici, parce que la série des racines 
P> P)p +++p" peut commencer par tel terme qu’on voudra. Ainsi 
en supposant 


pop +p ap +p =p =+Va, 
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on aura en méme temps 
' " mt 
Ff et Pte tte: Doe Ps — Tp, 
Les autres conséquences qu’on peut tirer des équations (2), sont 


lesen Ata ee A A 


Or il est facile de prouver quon a TT’=T'T”=n, et qu’ainsi 
on aura semblablement A A= A’‘A”’=n. 
En effet si on développe le produit des deux polynomes 


T =p +p'R + p"R +p’ R + p' RS + p'R’ 
i==p + p’R’ + po R®?+ p’ RY + pp’ R” + pR”, 
on aura, comme on !’a vu dans des cas semblables , 
PTS /p’ + R/pp'+ B/pp'+ B/pp' + RY pp" +p’. 


Or/p'=2.6—1= 13—a=n—a, /pp'=/pp'=/pp"=Spp" 
=/p p= — 2; done TT" =n—a(1+R+R+R+Ri+R =n. 

On trouverait deméme T’ T= net (T’)’=2, ainsi ona la double 
série d’équations 


3) ns=TT"=TT’S(TY, n= AA"=A'A”. 


(591) Maintenant ilest facile de déterminer les quantités T en fonc- 
tions de A. En effet il résulte des équations (2), quiona T’ =n A’ A 
soit done 

A —n? (cos. 6 +) — Isin.6) 
A! =n? (cos. 6’ +1“ —18in.0’), 
on aura 
T°’=n' (cos. (36 + 6’)+—1 sin. (36 +6')], 


et par conséquent 


FP wep (cos.o +)/— 1 Sin.w), 


. 36 A . 7 . ; ryv , . 
en faisant oe. Ensuite de I’équation T’= A T’, on déduira 
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T! =n? [cos.(2u0— 6) +1 sin. (20 —4)}. 


Par les quantités T et T’ on connait leurs inverses T" et T” e1 
changeant simplement le signe de |“ — 1. Substituant ensuite ces 
valeurs et celle de T’ = +n, dans |’équation 


6p=— 1+ T4+T4+T'4+T"+T", 


on aura 


- 
12 


I 
(4) =— ZS +28 feos. w + Cos. (20—64)], 
formule qui contient implicitement les six racines de l’equation 
proposée. 


Il ne reste plus qu’a calculer les angles 4 et 4; pour cela il faut 
dans |l’équation (1) substituer la valeur R cos.» + |“—1sin.u. 
ce qui donnera : 


n? cos. § = — 2420S. 4.— 2008. 2» — 3c0s.4 4 + 4cos. du 
n* sin. 6 = 2 sin.u— 2sin. 24—3sin.4u+ 4sin. 5z. 


Mettant R? a la place de R ou 2». a la place de »., on aura sembla- 
blement 


n? COS. 6 == — 2+4+2C0S. 2p —2. cos. 4u—3cos. 8u+4cos. ov. 


n* sin. = 2 sin. 2—2s8in.4u— 3sin.84+4 sin. 101; 


ces équations dans lesquelles l’angle »—=—~ 5 ~ = 60°, se réduisent aux 


suivantes : 
z el seats, © 129) ~ . : I 
n>cos.6== 4—cos..= *, n*sin.@ —=—sin.p=—-13 
2 2 | 
x j 5 ae sr : 3 
n? cos. 4’ =—=—1 —3 COS. y=—-=, n*sin.6'—=—3sin.u=—- 13, 
2 


d’ou l'on déduit les valeurs approchées 


§ =— 13°53" 52”. 3904929 
0° = —133° 53’ 52”. 3904929. 


- 
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Elles montrent qu’on a exactement 6’ — 120°, ce qu’on peut 
verifier par'les formules précédentes, d’ow I’on tire cos. (8 —4’)= 
cos. 2 et sin. (@— 6’) = sin. an. 
: ; 30+4 26! 
Connaissant 6 et 6’ —=$§— 120°, on aura » = —~- = 


5 + 60°, 


et par conséquent 
a= — 29° 1554" .g2699526 
20—0=—44 37 57 .46349763. 
(592) Avant de substituer ces valeurs dans la formule (4), si on 


veut savoir quel signe on doit prendre pour 7°, il faudra chercher 
a priori la valeur que doit avoir T” pour correspondre a la valeur 
prise pour w. 

Pour cela il faut déterminer 'T” par l’équation TT’= MT", ou 
M doit étre une fonction de R seule. Cette fonction qu'il s’agit de 
déterminer sera le coefficient de p dans le produit TT’ développé 
et réduit 4 la forme linéaire. Or si on multiplie entre eux les deux 
polynomes : 

T=p+pR +p’R*+ p’R + p' Ri + p’R’ 

Tap + p’R? + p’ Ri +p’ RS + p'R® + p’R®, 
on aura une premiere partie 

P’ + p” R? + p” R°+ p’?R? + pe R” + poR”, 


dans laquelle il faut substituer les valeurs p’=2+-p’, p"=2+-p"...p” 
=2-+p,;4 raison du terme constant 2, on aura dans M la partie 


2(1 +R + R°+R? +R" + R”); 


et parce qu’on peut supposer R’== — 1, cette partie se réduit a 
zéro. Ensuite le terme p contenu dans p", produit dans M le terme 
R* ou simplement —t. vi 
La seconde partie du produit TT’ a laquelle i] faut avoir égard 
S 
pp (R+R) +pp"(R’+ BR) + pip (B+ RY) 
+ pip’ (RI + RY) + pip (Re + RY); 
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elle donne dans M les termes R+ R*+ R°+ R°+ etc., lesquels 

étant ajoutés au terme déja trouvé — 1 donnent 
M=—1+R+R’*+R°+R°+R'+R°+R7+RI+R'+R”. 

Réduisant cette valeur d’apres l’équation R’== — 1, on trouve.. 


M=—1+2R+2R’=—-3+4R. Soit M=n: (cos. 0+-“—1 sin.6), 
on aura 
n> cos.O==— 3+ 4cos.y.==—1 


n? sin, @== ASIN == 8)-35 
de la on tire Ja valeur exacte O==6 + 120°. Ensuite I’équation. . 
TT’=MT" donnera 
T’=n? (cos. (30 — 6—6) + --1 sin. (3@—# —9)], 
ou T’=n? cos. (— 180°)==—n*, valeur dont le signe est main- 
tenant déterminé. 


(593) II ne reste plus qu’a calculer la formule 


pi a Dig 
P=—g—-G + | [008.0 + cos. (2 © — 6)] 


: : , , 2 
pour savoir laquelle des six valeurs de p représentées par 2 cos. == 
correspond a la valeur prise pour . Voici le résultat du calcul : 


a 
nm? 


7 COS.0== 1 .04845 32790 
cos. (2 w— 6) = 0.85526 80937 


1.90372 13727 
I 
6 -_ + 
2.COS. a = 1.13612 94935 


COs. ~=0 .56806 47467 5 | 


(1+ n)=0. 76759 18792 
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Or on trouve que ce cosinus répond a - car la valeur de cos. o 


calculée par les tables de la Trig. Brit., en ayant égard aux eee 
differences , est 


cos. 4% = 0. 56806 47467 31155. 


Pour avoir les autres valeurs de p il faut mettre progressivement 
dans la formule o +p, ©+ 2p, 0+ 3p, ete. ala place de w, et chan- 


ger a chaque fois le signe du terme n* quireprésente T”. Et d’abord 
si on ajoute 60° a la premiere valeur 


w==— 29° 15! 54”.g926995, 
on aura une seconde valeur 
= 30° 44’ 5".073005, 


au moyen de laquelle la formule a calculer sera 


AB: 7 
7i? 


p=—5+7 - + == [cos. © + COS. (20—6)]: 
elle donne pour résultat 


+ p =0.88545 60254 6, 


3 eh 
ce qui est la valeur de cos. 77° 


Or les racines p, p',p”, pp", p’, rangées dans l’ordre que leur 
donne la racine primitive g=—=2, sont 


2g 2g°% 22° agit 

2.C0S. — — 2C08.—5-, 2C08.~5-, 2€08.—73— ets 
2g°h 
20S. s ; 


ou en réduisant : 


4h 8x 6% 127 
2 COS. <=, 2.008. 737 2008-5 73) 2 COS. =F 1 2008.3 2.COS. ews 
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On voit done qu’en commencant par 2 Coane , ’ordre des racines 


sera l’inverse de celui que donnerait notre Rade Quoi qu ‘il en 
soit, les six racines de notre équation pourront étre exprimeées de 


la maniére suivante, au moyen des valeurs w= — 29" 1p O47. 
bo 0 Do 02 ee: 


20 2 fe ag aT oer n> r 

2008. = — E+ | 5 [cos. (o+ 3) + cos. (204 5— } 

; 4m 1 nz anz 

2.008. +7 ==— ,— & + == [cos. w + COS. (20 —4)] 

oe Ota io nie) cane T 2% 6) 

), OS gt Gs 5 +7F [cos.(« 3) +c0s.(20—F a | 

2.C08 as ns ant cos. ( eae es (2 = 0) 

eS 5— e+ AF [cos-( 3) en oe 
On 1 on? ane . 

2.008. 3 = — B+ = + | [C08.(u—z) + cos. (2 —8) | 

cos.—, = —- ns 22" | e08. ( eee + cos (2 —F—)] 

er ew cl he = ied eine S| 


On peut aussi par une seule formule exprimer toutes ces racines; 
cette formule est : 


2% I n* COS. an? 2mn 
PU Sa accel nares er [ cos. (o— 75) + cos. (20— 5 —4)], 


m étant le rang qu’occupe 22 dans la suite 8, 10, 6, 12, 2, 4. 
Dans cé cas la solution générale du probleme s’obtient par la 
simple trisection d’un arc 6’ déterminable géométriquement , puis- 


’ 20! wv 1 2 
quon a oats, et ree ears 
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Exemple III. n=41, k= a0. 


(594) Alors I’équation en p du degré 20, qu'il s’agit de résoudre, 
sera 


As : 13 Gye 
P —I19p?+ peered e ete 
oS 


1 1 : 6 5 
+p — 18 p+ 2p —ete. ’ 


et les valeurs des racines p, p’, p”...p**, sont les mémes qu'on 
désignées ci-dessus (n° 539) par ¢, t,t”... .t"*, en supposant toute- 
fois qu’on continue de prendre g= 13 pour racine primitive de 
41. Voici les valeurs de ces racines exprimées en fonctions de r. 
r étant une des racines imaginaires de ]’équation «* — 1 =o. 


fae eekly Pere en eee 
P p48 PAS =—r aya ye —/y se ee — Pets pat 
| ia fake Oy BRR fin) i ot pEROMN 7nd bul ato? Aa ope mene Sh ape 
Roa paar Pe er ee Ere 
a po pos pest pre’ pe srr’ 


Ces mémes racines rangées dans l’ordre numérique des exposants 
de r, forment le tableau suivant : 


P=rt+r 
fi pS cel salt) ge Ss a es at EY OR Fa 
(1) P —r4tr jee a ata P 
p= ok =F fied POS re pe —r'+r-" item ti ot 
Pp —prstr Folie a wees Pr je —po ep? | it ea of te 


16 


Pp — pr a a rarer gat veg =p ep 


repr? Fed 6 ol 


(595) Soit R une racine imaginaire de l'équation R°—1 =o, 
racine qui doit étre prise de maniére que par ses puissances succes- 
sives elle donne toutes les racines de I’équation R’ — 1 =0; cette 
condition sera remplie si dans la valeur R=cos.y. + (“—1sin. », 


. 2% pr. . uti Pe ees 
on fait == —; elle le serait également si on faisait .=——, 1 etant 
P50? ; 20’ 
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lun des huit nombres plus petits que 20 et premiers a 20, savoir: 
1,3,7,9,11,13,17, 19. Cela posé nous ferons a l’ordinaire : 
T=pt+pR+p’R+p’R.....+p"R®, 

et nous désignerons par T’, T’,T”...T*", les polynomes sembla- 
blement formés en mettant successivement R’, R’, R‘...R’ala place 
de R. Il s'agit ensuite de trouver la quantité A , fonction de R seule, 
qui satisfait a l’équation T?=AT’. 

On peut, pour cet effet, mettre T’ sous la forme que donne son 
développement, savoir : 


T= atdR+a'Ri+a’R’.....+a°R® 
+bR+ b'R)+ b"R' + b"R’..... + b™R*, 


et alors on aura 


ap + (py + ap p+ ap pr'+ app"... +p" p™ 

bo pp Pap Pel ap Spr a pe ate tac a ee fle, 
valeurs qni serviront a trouver l’expression des autres coefficients 
a',al’...b',b"..., en avancant les lettres p d’un rang quand on 
passe de aaa’, de a’ a a’, etc. Mais il suffira de faire cette opéra- 
tion sur les valeurs des coefficients a et > réduits a la forme linéaire; 
ces valeurs sont, d’aprés les différents produits des deux lettres p, 
qui supposent la racine primitive g== 13 (art. 537), 


C= 0p ap 2p hp Op on Pe a, a 
Bes 2 p*—2 p*'—ap™""—f pr — 2 p—p™ oa, ap" —hp""—ap™ 
b= ap-+ap'+ap"+ap"+4p"'+4p'+ 4p" 
+ 2p + 2p! + 2p + ap "+ 4p''+ 4p + 4p". 


Au moyen de ces valeurs on trouve immédiatement le coefficient 
de p dans chacun des termes du polynomea+-a’R?+-a’R'... +a"R”, 
leur somme est —-2—2R?—4R‘—2R°—R'—oaR”"—4R"— 
2R“—oR*; prenant de méme le coefficient de p dans chacun des 
termes du polynome 6R + &’R’ + 6"R*...+ 6*R', la somme de 
ces coefficients sera 2R+ 4R7+ 4R’+ 4R°+ 2R%4-aR74+ 2R” 
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-Réunissant ces deux sommes on aura la valeur totale de A, savoir: 


— 2—2 h’>—4Ri—aR’— R*—2 R’— 4 R’— 2R“— aR” 
+2R+4R'+ 4R"+ 4R°+ 2R'+2R7+ oR”, 


(596) On aurait pu trouver plus simplement cette valeur par le 
procédé indiqué art. 589. Voici ce second calcul confirmatif du 
premier. 

Considérons d’abord dans T? la partie affectée des carrés des 
racines p, p’, p’..., cette partie est 


(2) A= 


pe+p” R? + pl” Ri + pl” RS. an + prs R33, 
Si l’ony substitue les valeurs p?>=2-+- p", p?==2+p™", ete., le terme 


constant 2 pour lequel on doit mettre — 2 p—2 p’— ap”...—ap™, 
donne dans la valeur de A un coefficient de p égal a la suite 


—a(1+Rh+R'+R’...4+ 7%), 


valeur qui se réduit a zéro non-seulement pour A mais pour tous 
ses dérivés A’, A”, A”...A*"™", excepté seulement pour A’™, qui ré- 
sulte de A en mettant R® a la place de R, et alors la suite précé- 
dente , au lieu de se réduire 4 zéro, devient égale a — fo, c’est-a- 
dire en général a —n + 1. 

Ainsi pour avoir un reésultat absolument général nous devons 
conserver la suite précédente dans laquelle seulement on peut faire 
R*= 1, ce quilaréduita —4(1+R’+R‘+R*...-+R"). Nous avons 
en outre le terme p*™ R*, dans lequel p*"*=2 + p, ce qui donne 
dans A le coéfficient R* ou R’. 

I] ne reste plus qu’a tenir compte des termes de T* qui sont de Ia 


forme 2p* p”R**”; or parmi ces termes les seuls qui, réduits a la 
forme linéaire, contiennent p, sont d’aprés le tableau (1), 
2p pRB’ + ap" pR'+ app RY+ app Rs 
si 2p" p™ R24 2p™p™ R°+. a p™ pr R24 ny oat A cl Ve 
ae We he K”.-1- i a EAN ais EP Vo gall a eae R74 yg TS R® 
+ 2p’ p' RY + 2 pp" R?+ app R'+ app" 
te ap” p™ R°-+4 Wie nad A ope R. 
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La partie de A qui en résulte est donc 


5 Ro 49 RU os RRR -C ORY io RY oho Rh 
9 Rao RY og RY aes REE Ro RA ee 
+2R?2-+ 2R®+ oR®, 


ou en réduisant les exposants d’apres l'equation R*=1, 


2+2R-+2R?+2R°+ 4R’ + 2R’+ 2R’+ 4R" + 4R"® 
+ 2R4+ oR%+ 2R°+9R7+4R"% + 2h”. 


On peut encore réduire cette valeur d’aprés l’équation....... t 
o=—1+R-+R’...+4R", ce qui donnera 


— 2 R’—2Ri—>2 R’+2R’ —aR?-+ aR" — ao R°+ 2 RY+2R". 
Silon ajoute maintenant les trois parties trouvées, on aura 


A=—4(1+)l0-+Ri+R°+ R6+ RE+R?+R4+ RO+R"®) 4-R? 
—o R= Ro Ro Reso Rea RoR one oh 


valeur qui étant combinée avec l'équation o=1+R-+F°+R’*.. 4-R”, 
donnera le résultat deja trouvé dans l’équation (2). 


(597) Maintenant que nous connaissons une valeur de A de la- 
quelle on peut déduire toutes les dérivées A’, A”... A**” sans excep- 
tion, nous pouvons établir la série d’équations qui résultent de la 
formule T?= AT’: voici cette série 


TAT, T?=A’T”, TAHA", TO! SAT, 
rT ree A eae ee A ee oe 
Tessa Te, Ts AST 

(3) Teal, Te A" 1”, Teal, Te Am Tb 
Tes = ATT, Te ANT, Teo SAT 
Ts Ave ps To — Ane Ton 


Parmi ces équations on remarquera |’équation T' = A‘ T** dans 
laquelle T"* étant ce que devient T lorsqu’on met R* ou 1 ala place 
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de R, on a T'*=/p=—1, et par conséquent T= — A™. Mais 
T™ étant ce que devient T lorsqu’on met R’ ou —1 8 la place de 
R, on aura 


Fine 2 28 U 4 mt 1 Y XVIII x1x 
A Sic) (Lineal as oi die Be rend <M en a Ca 


et cette suite, relativeau nombre premier n= 41, est égale a + “rn, 
suivant la formule de l'art. 50g; done pour que l’équation.... 
T™: =— A®™ subsiste, il faut qu’on ait A*——n——41. C’est 
en effet la valeur qu’on tirera de la formule (2) en mettant R* ou 
—1 alaplace de R. Ainsi l’équation dont il s’agit est vérifiée dans 
le cas de n= 41 ou m==1o. Mais en.général une semblable équa- 
tion aura lieu pour toute valeur du nombre premier »=4m-+1; 
cette équation sera (I™—1)?>== A"—1T2"—1, m—1 et 2m—1 étant 
- des indices et non des exposants. En effet T”—* représente la série 


p—p+p'—p’. oh. + p> aly F 
dont la valeur est =|“7, suivant larticle cité, et T2"-: ou Té—: 
étant la valeur de T lorsqu’on met R‘ ou 1 & la place de R, ona 
Te" p+ p'+p"...+ p?"—*=—1; donc il faut qu’on ait gé- 
néralement A”—! = —n, équation que nous venons de vérifier dans 
le cas den = 41 et quil’a été également dans le cas de n= 13. 

Le cas de A® étant ainsi discuté et résolu, nous pouvons sim- 
plifier la formule (2), en employant l’équation . 


o=1+ R?+R‘+ RS...4+R*, 
qui a lieu pour toute valeur prise dans la série R, R’, R’...R", 
excepté le seul terme R* qui se réduit a —1, et qui doit étre sub- 
stitué dans le cas de A* dont nous n’avons plus a nous ocecuper. 
Avec cette seule exception, la formule (2) peut se mettre sous la 
forme 


(4) A=—2R*—2R‘—oR‘+- oR’ + R'—2R?+ 2R"—2R?+ aRY + 2R", 


, . . A . os “ 
d’ou nous déduirons bientdt les valeurs particuliéres de A, A’, A”, 
AS. AR Ase Ate Ms yl et A™. 
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~ (598) Les propriétés des fonctions T et A sont comprises en 
grande partie dans les équations (3), mais on a ce plus deux autres 
séries d’équations particuliéres a chacune de ces fonctions. La pre- 
mieére est le développement de l’équation générale To) T¢—-2>—) = n, 
elle comprend dans le cas présent les dix équations suivantes : 


r ste Twn —T’ [sere — Oe 6 Nah == TT" [pw [Ts 
( ) — WT" T" Te TT SS TOOT Ed 


Il suffirait de donner la démonstration d’une de ces équations, 
d’ou l’on déduirait aisément celle de toutes les autres, mais cette 
démonstration serait entierement semblable a celles que nous avons 
données dans plusieurs autres exemples, et il est inutile de nous y 
arréter. 

Maintenant si on multiplie entre elles les deux équations T? =AT’, 
Pees Awe Tes prises’ dans lei tableau: (3), sone autas ws... 
Ciba (LEON AS! S00 gr a7 Aan so Oe fered 
Dans cette équation la fonction A peut étre désignée par 5(R), et 


alors la fonction A*" sera désigné par ®(R*) ou a(z)3 on aura 
donc bRO>—=n; mettant dans cette équation R’, R’, etc. a la place 
de R, on aura oR’O5.—=n, oR 655 =n, etc., ce qui donnera 


n=A’ Aw", n= A'"A™, etc., d’otl’on voit qu’on aura pour les fonc- 
tions A une série d’équations semblable a la série (5) qui a lieu 
pour Jes fonctions T,, savoir : 


6) ma A AX = A’ At — A” A™ — A” Av — A” A™" 
( == A’ A™™— AY At*— fe Rica aie —— Fs a ae 


mais cette série de neuf équations ne s’étend pas jusqu’a la dixiéme, 
comme cela a lieu pour la série (5), car on a prouvé que |’équa- 
tion (A*)*= 7 serait inexacte, et doit étre remplacée par I’équation 
A*=—n. 


(599) Nous conclurons des deux séries (5) et (6), que n> est le 
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module réei des quantités imaginaires T et A, de sorte qu’on peut 
faire | 

T=n> (cos. +/“—Isin.w), A =n? (cos. +/—1 sin. 6 ) 
T=n> (cos. o’+)/—1sin.w), A’=n* (cos. 4’ +1/— 1 sin.6’), 
et en général 
De ns (cos, one “—Iisin. Ag) ; 
AM”) n= (cos. ie V1 sin. wo”), 
De plus on voit que les fonctions inverses de 'T et AW”) | savoir : 
Teco at NOES p s'expriment en changeant simplement le 


signe de )“—1 dans les valeurs de T’”) et A”); de sorte qu’on a 


etre ins (cos. pS Saint Aen ; 
aga Zips (cos. pee VY—15s1n. Qh”), 


Done si on réunit la somme des fonctions T+1’+T”...+T"" a 
celle de leurs inverses T*"” 4 ‘TT? + T™"...-+ T*, la somme totale 
sera 


I 
22? (COS. @ + COS. wo! + COS... . + COS, 0"). 


Si l’on joint ensuite a cette somme la fonction T*= +n, et la 
fonction T** qui n’est autre chose que p+ p'+p’...+ p"=—I, 
on aura |’équation 


(7) 20p=—1 =n? + 2N? (COS.w + COS.0'+-C08.0... + C0S.0""") , 
de laquelle on pourra déduire toutes les racines de l’€quation en 
p» et par conséquent toutes celles de l’équation proposée X =o. 


. 217 Z 
Car chaque racine p étant de la forme p==2cos.—, on en tire 
. 7 ° . 2iT , * Qik 
deux racines de l’équation X= 0, savoir : c= cos.—— +)“—I1sin.——- 
Tout se réduit donc a trouver les valeurs des angles w, 0, ...0"'"; 


II. 20 
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mais pour cela il faut connaitre préalablement celles des angles 6, 

6°, 6”. ..6"" qui servent a déterminer les quantités A, A’, A”... A™”. 
(600) Pour rendre la formule (4) applicable a tout terme A” de 

la série A, A’, A”... A", il faut substituer n't” a BR et on aura 

veneralement 

Avr) FRAG! 3-++3m __ ; R442 __p R°F9M 4 9 R7+7 we po+8n 


Bm a ara: RI I--lIm ,piatiam oRistsm ia Hie 183m 


Faisant-ensuite.. == 0s, ut = 1 Bite, Claas «spa aee oe 

) x ; : an\ 
A”) — n3 (cos. 6) 4 p7—1 sine”), on aura pour déterminer 6\” 
les deux équations . 


n? cos. yg") —- 9. c08.(3+-3m)p—2008.(4+4m) »—2c0s.(5+5m)u 
+ 2008.(7-+777)p. +08. (8+ 8m) ».— 2c08.(9 + gm) u 
+ 2c08.(11-+ 1177) .—2008.(12 + 1277) p+ 2008.(13+ 137)y 
_+2cos. (18+ 18 77)p. 
n> sin. 9”) —=— asin. (3+ 3m)y—a2 sin. (4+4m)y—2sin.(5+ 5m) u 
+2S1n.(7-+7 7)». + sin. (8+8 m) »—2sin.(9+9m)u 
+ asin.(1 f+ 117)u—zsin.( 19+ 1277).+ 281n.( 13+ 13m7)y. 
+ 2s1n.(18+1872)p. 


, ’ , . . ry . 
Réduisant ces deux équations d’apres la valeur a , qui donne 


pour un entier queleonque a, 


cos.(20d@p bu) cos. bu, sin.(20ap+bu)—+sin. by, 


ov aura 

n> C08.6"== — 2c0s.(2-+2m)y—2 cos. (3+ 3m)u—2cos.(4+4m)u 
+ Acos.(7-+7m)p—cos. (8 + 8m)». + 2sin.— 

n? sin. §") ==— 2 sin. (2+ 2m)n— 2sin.(3-+3 m)p—a sin.(4+4m) u 


+3 sin. (8 +87) »—4 sin. — 20s. — 
( )p-—4 sin. (9 +9 7) p— 2 cos. <i 
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Voici les résultats que fournissent ces formules appliquées aux va- 
leurs particuliéres m0, 1, 2, 3, etc.; ils sont réduits & la forme 
la plus simple , au moyen des equations que donne la valeur 10.7, 


savoir : cos.(10 —6)n—=— cos. by, sin. (10 — 6)y=sin. by, sin.u 
—=C0S. fn, SIN. 2208.54, sin. 3p=cos.44, ‘sin. 4u cos. n, 
cos. 4 »==— ++ cos. 2u., sin.3y—=++siny : 

n? COS.6= 1 + 08.24 —6cos. 3p —=—-1.71769 451937989 
n* sin. § = sin. 2u—6sin.3» — 2s1n. 4» =— 6. 16842 97465 4759 


6 =— 105° 33! 38”. 4567363 


n> cos. = 2+ COS. 2p. we 3.30go1 69943 7495 


n> sin. o’= asin. 2u—7sin.4u — 5.48182 51094 8113 
6 = — 58° 53'0”. 18138297 
n?cos.0"= 6cos.u + 2c0s.2»—3cos.4p—= 6.30732 21033 9598 


n? sin.6"—=— 6sin.p + 2sin.2y+sin.gp= 0.27252 50546 3042 


¢ 9" 86) 917 25432657. © 


D’apres cette valeur on a 6” =6+4 108° 6 + 6y, et en effet on peut 
démontrer que cette équation a lieu rigoureusement, d’apres les 
: » ut wt 

valeurs connues de sin.§, cos.@, sin. 6” et cos. 6”. 


n* cos. "= — 1 — 5 cos.2 p = — 5.04508 49718 74735 
n? sin.”—— 3sin.ap+6sin.4u =  3.9429833408 93505 
6”’= 141° 5g’ 26” .21430 00993 
n? cos.0°"=— 5 
n> sin.§'’—=—4 
6° = — 141° 20 24” .69028 52726 
n*cos.6"= 3—cos.2 b. = 2.19098 30056 25053 
n* sin.” = 7sin.2y + 2 Sin. 4 u = 6.01660 97986 37619 


0° = 69° 59’ 26”. 21430 00993 = 6" —4u. 


Liégalité 6° —=6"’—4 yp est rigoureusement démontreée par les for- 


20 
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mules qui donnent 6” et 6’, 
Nn 608. ' == 2 — 6cos.p— Cos. 9p —=— 5. 01535 6og21 45871 


n? sin. 6" =—6sin..—asin.ay—sin.4y —=—3.98072 Bge71 29782 
9% sm £4 1° 33’ 38” 45673 63 = b— ap. 


n?c08.6™==—2+4+500s.ap - = 0.54508 49718 74735 

n>sin.g"== 68in. a+ 3sin.4p == 6.37988 10626 40300 
6"'== 85° 6! 59”.8 1861 7o3 = 6'+ By 

n> COs.6"== 1 +.C08.2 p+ 6c08.3p = 5.33572 85081 29785 


1? sin, 6" == —3in.2y—6sin.3y.+ 28in.4u—=—3.53977 41859 51847 
g°"' == — 33°33! 38". 45673 63== 6 + 4p 
JEN eee tout tous ces résultats, on a le tableau suivant des valeurs 


de 4, ou l'on voit que quatre th ces quantités telles que 4, 6’, 6”, 6” 
Brice pour déterminer les cing autres 


6 =—105° 33! 38” .45673 63 
¢ ==— 58 53 o .18138 297 
i 2 26 21 .5439637 _ =6 + 108° 
i = “141259 30 9 1430,000g. 
(9) 6 ==—I41 20 24 .69028 52726 


® == 69 59 26 .21430 00993=—=6"— 72° 
sec 141 33 38 .4567363. =o — 36° 


pe. (85.61.59 218brsds.« SG or 1As 
ss — 33°33 38 .45693 63 ==) 4 ot" 


(601). Venons maintenant au calcul des angles w. Ona par ks 
équations (3) 
ake 7 ee T4 wie —_— Se 
Sight Cee Waar UF aut air C sear cn icre 
ei Wears T6 
Ave AeA Ra 


Multipliant Ja valeur de 'T* par celle de T”, et observant que par 
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les équations (5) on a T* T’’ =x, le produit donne 


T° —yn A” A? A™ A™. 


Substituant dans cette équation les valeurs de A, A’, A”, A™, ex- 


primées en fonctions de 6, 6’, 6”, 6"; substituant également pour T 
sa valeur en fonction de », on aura 


200==100 + 56/4 264 6", 


et par conséquent 


Per eee Re I 
is. 20 he. 10 ; 


Substituant enfin dans cette formule les valeurs approchées des 
angles @, on a la valeur approchée 


w = — 4a’ 2’ 46” .66135 3031. 


Cette valeur est nécessaire pour nous diriger dans la détermination 
des autres angles », de maniére a éviter toute espece d’ambiguité 
dans la formule générale de solution. 

» étant connu on a les valeurs tant exactes qu’approchées des 
angles w', a, 0", savoir : 


o =20—9 Se PFS (PAR 0403 0208 
ow’ =he—26—b' | 73 4g 10 .44044 3446 
w= 8o—4b—26'—0"= 5 38 54 .68458 6793 


Ces premiers résultats font connaitre la valeur des quatre fonctions 
T, 1, T”,T™ et de leurs inversestI7 AT is AT 


(602) Pour aller plus loin il faut commencer par chercher la 
valeur de T” au moyen des deux équations T’* = A" T", Ts— A*T™, 
You l’on tire 
nA”? AY 


ys —— A’? AY Te— we ; 


et par conséquent 
ho’ = 20"+ 0. — wo". 


310 7 THEORIE DES NOMBRES. 


Mais comme le second membre de cette équation peut étre augmente 
7 u" BORN 
a volonté de 2%, 47 et 6x, on aura quatre. valeurs de w”, savoir : 


" 204-6" == ut 2 6’ +46" —o" I 
2 6’+4 (jv —— wet! iv 2 O’-+- OY — @! : 
oa oper +r, o = +n, 


entre lesquelles il faut choisir celle qui devra correspondre a la 
valeur prise pour o. 

Pour faire ce choix il faut recourir au principe dont nous avons 
déja donné diverses applications; il consiste 4 déduire T” du pro- 
duit TT’, au moyen de l’équation T T‘’=M T” dans laquelle M doit 
étre une fonction de R seule qu'il s'agit de determiner. Je remarque 
d'abord que cette quantité M, en tant quelle résulte de l’équation 


i= 


“qi »4 pour expression 
M=n? [cos.(o+o—o )+)—1sin.(o + o'—w'’)|, 
ce qui assimile sa forme a celle des quantités T, A, T’, A’, etc. Si 
donc on trouve directement 
M =n? (cos.0 +)“— I sin.@), 
on aura » + o—o’=9, et par conséquent 
o =a+tw—O=30—b—O. 

Comparant ensuite cette valeur aux quatre déja trouvées , on verra 
laquelle de ces quatre valeurs doit étre adoptée. 

Tout se réduit done a trouver la valeur de M d’aprés lequation 
TT’=MT", et on voit que M doit étre égal au coefficient de P 


dans le produit développé et réduit a la forme linéaire des deux 
polynomes 


T =p +pR + pp" P+ pp" R ess + p™ R® 
T =p + pRe+ Pp’ Ri p’R® a ed + p™ R®. 


Considérons d’abord la partie 
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p+ p?Re+ p?RS+ pp R’..... + pr R”, 


dans laquelle il faudra substituer les valeurs des carrés p*== 2+ a 
p?=2+p™, ete.: le terme constant 2, commun a tous ces carrés , 
étant la méme chose que — 2 p—2 p'—ete. , le coefficient de p qui 
en résulte pour faire partie de M, est 


—a(1+R>'+R°+R?..... + R*). 


Cette quantité multipliée par 1 — R? qui n’est pas nulle (méme quand 
on mettrait a la place de R un terme quelconque de la suite R’, R°, 
Ri. ..R'), donne le produit —2(1 — R®) qui est nul : elle peut 
done étre entiérement omise dans la valeur de M. 

I] ne faut done considérer dans cette premiére partie du pro- 
duit T'T’ que le seul terme p*™ R® = (2 + p)R® qui donnera dans 
M le terme R* ou R’. 

Soient p®, p” deux termes consécutifs du tableau (1), il y aura 
dans le produit TT’ deux termes 


Pop oe ed Reve), 


qui, 4 raison de la partie p comprise dans p" p’, donneront dans M 


les deux termes R?* +” + R&* ?”, Voici le résultat de tous les ter- 
mes formés semblablement d’apreés le tableau (1), 


Bo trot oth 7 pilin. Ghee hee pues ae 
WE Vin or igh abe Vee) oy a ee tired te) (Be 
Pome ER? 6 ee We 2 apps RoR 

Doe te es forge eee iD year a te 
Camm ah Aire pee Pe eee tall 
jah ech ae Nady oe ha pip ...R7+R" 

FS ON ta Pepe an ah 


Ajoutant toutes ces puissances de R au terme déja trouve R’, et 
réduisant les exposants d’aprés l’équation R**=1, on aura 
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: M—3R°?+R?-+-R‘+R‘5 + 4Ro4+2R' +R’ + 4 R9+ R” 
11) 4+4R"+2R°+2R%+4R°43R°4+3R742R" +R", 


Cette quantité, réduite ultérieurement au moyen des équations 
Re=—1, :—R?+ R'—R‘° + R’=0, donne enfin 


(12) M=>—5R + 2R’—4R’ + aR’. 

(603) Substituant dans cette formule les valeurs............ 
R=co0s.4+)/—1sin.n, M= n> (cos. +/— 1sin.©), on aura 
pour déterminer © les deux équations, 

n* cos.@ = — 7 COS. w+ 2008.3 n==—5.48182 51094 81 
n? sin.@=— 3—sin.» =—3.30g01 69943 75 
d’ou lon tire 
© = — 148° 53’ 0” 18138 297 = 6’ — 2 x. 
(1 suffit d’ailleurs de comparer les formules qui donnent @ et ¢ pour 
s’assurer que l’équation © == @'— +, n’est pas seulement approchée 


mais quelle est rigoureuse. 
Connaissant 0, l’équation o’=3—4&—6 donnera 


w= 107° 18' 18”.65406.0177. 
D’un autre cété ona 


29" + 97—o"" 

Seep 
on voit donc que parmi les quatre valeurs de w” rapportées ci-des- 
dus, celle qu’on doit choisir pour correspondre a la valeur prise 
pour w est 


= 17° 18'18”.65406 0177, 


is 297 -4- Ova 2 
Oe ————— > the 
Fi ba 


On a aussi en d’autres termes w'’—=o + «© —®, ou 


ow! = 3a—o —4' +n, 
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ita 


ensuite w” se déduira de I’équation T= 


qui donne 


eo’ ==2 09 —6" =60—2§)—26'—0" + = ; 
ou 


wo” =60—34— 26+ 72°= 212° 1015". 76485 6654. 


Au moyen des angles o” et o” on connait maintenant les fonctions 
T” et T", ainsi que leurs inverses T*” et T""". I] ne nous reste plus 
a trouver que les valeurs de T, T” et T"™ qui feront connaitre 
leurs inverses T*"", T*" et T*. 


(604) La valeur de T” peut étre tirée des équations T™*=A"T", 
T™ =n, d’ou résulte Ts =n A™ , et par conséquent 


fo” = 26" +2hx, ou wo —26"+ the, 


A devant avoir l'une des valeurs 0, 1, 2, 3. 
Pour fixer cette incertitude nous aurons recours a |'équation 
TT”’=NT™ ot N doit étre une fonction de R seule, ainsi expri- 


, 


mée 

No [cos. (w 22h wo”) +)/—I sin. (w +- wo’ —o")). 
Donc si on trouve directement 

N —n?(cos.A +/’—1sin. A), 
on aura w +o —o"—=A, ou 
o’=o+o —A ; 

on aura donc aussi w+ »—A—=+6"-+ thr, ou 

A=o+o"'— 19" — the 5 wo —20—0— 16"— Ar. 
D’ailleurs on a 55o==+£6 +20'+ 46 + 36°; donc 

A=1(0-+6'+06"— 0") + 36°— ihr, 

ou en valeurs numériques 


_A==95" 26’ 36”. 13323 3051 —j hr. 
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Maintenant la valeur de N, calculée directement, n’est autre chose 
que le coefficient de p dans la valeur du produ:t TT” développe 
et réduit 4 la forme linéaire; or, par le méme procédé qui nous a 
servi a déterminer le coefficient M, on trouve 


—10(1+R°+R°+R*) +R” 
(13) N=}+4+2+44R+42R°4+3R?+Ri+R 4+ 3R°4+3R74+2R 439 
seg R43 Reale ROR Ree oR”, 
Cette valeur de N a lieu quand méme au lieu de R on mettrait R’, 
R?, R‘... jusqu’a R', ce qui changerait N en N’, N’,N”...N™™. 
Mais pour les valeurs N, N”,N*’...N*"" dont Vindice est pair, on 


pourra simplifier la formule en faisant R'°== —1, et 1—R*+ R4— 
R°-+ R'= 0, ce qui donnera la valeur réduite 


(14) N=—2+4R+4R—R‘+3R'+ SR’. 

Comme il ne s’agit ici que de la premiere valeur de N qui répond 
a la valeur R=cos.y + ’“—1sin.y., et qui est représentée par 
n? (cos. A+)”—1 sin. A), onaura les deux équations suivantes pour 
déterminer A, 
n? cos. A=4 COS. p.— 4 CoS. 24. — 2.008,3n=— 0.60741 24169 04118 
n*sin. A=2-+ 8sin » + asin. 4, = 6.37424 89875 89876 
Ces équations donnent 

A==95°00'-36 <rodai ; 


d’ot il suit qu’on a h=0 et w= +6", ou par approximation 
wo" == — 70° fo 12". 34514 26363. 
On peut aussi mettre w'’ sous la forme 
wo’ = 5w— 2) —3 6’ — 10" + +6" — 36°, 


comprise dans la formule générale o™—=(m+1) 0+ a™, a” étant 


une quantité qui ne dépend que des quatre angles 6, 6’,4’”, 6", etde 
Pangle p= 18°. 
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La valeur de T" étant connue par celle de w, on connait en 

A . K , . 
meme temps son inverse T*"; de plus cette méme valeur détermine 


[V, 


s 1 1 4 1x 1 v 
celle de T par léquation T =r) car ayant w—=+6", on a 


rt 1 
T'>=n (cos. 6°+)/—1 sin. 6")= n? A”, et par conséquent T"=n°. 
Nous savions déja que T™ ne pouvait étre que + 2? ou —n?; ainsi 
il ne reste plus d’incertitude sur cette détermination. 


(605) Venons maintenant aux fonctious T™ et T"", les seules 
qui nous restent a déterminer avec leurs inverses T*" et T?. 


. . , . : nA‘ ? 
On peut tirer T™ de l’équation T= Av Ts" = Te» qui donne 
2 0 = 6" — o OU 20 = 6" —- 0" + 27, et par consequent 
; §vt — wv Qvt __ wv 
w** = — OU wo == —— + 2. 
2 2 


a VIT oe 4 = voir tir £ hie 
De meme T"" peut étre tiré de l’équation T’"2= A™'T™ ae 


qui donne les deux valears 


viir 


! 
Qvit w nes 


Qver __ w/ 
) —S——_—_—_—_ 


ae Use 
PA oe 


__ Ensuite pour decider, dans chacun de ces cas, quelle est la valeur 

qu’on doit adopter, on pourrait recourir a la méthode ordinaire 
qui consiste a chercher les quantités P et Q , fonctions de R seule, 
d’apres les équations TT"=PT™, TT" =QT". Car connais- 
sant T et T’", ces équations donneront les valeurs de T™ et T™™, 
ou celles des angles o et ow". 


Mais il se présente dans ce cas un moyen plus simple de parvenir 
aux résultats cherchés; et ce moyen qui pourra étre employé dans 
des cas semblables, a l’'avantage de fournir une nouvelle suite de 
théoremes sur les fonctions T. 

(606) Reprenons T’équation TT’=MT", et supposons que dans 
cette équation on substitue successivement R’, R’, R‘... jusqu’a R® 
a la place de R; ce qui changera M en M’, M”, M’”...M*"". On for- 
mera ainsi une nouvelle série d’équations qui sont autant de théo- 
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rémes sur les fonctions T, savoir : 


TPMT’, VTS MT, T= MT, TT SMT, 
Pu Mote Th a Eevee Ee 

GaP To Mee THT Mes ea re 
Teves, Tee Te ee, 
6 head 4 ete — M: Ts . fied tad — Me" aes ; P[svers Pas — Me" fe 


Dans la série précédente si on multiplie entre elles les équations 
extrémes , ainsi que deux equations quelconques également éloignées 
des extrémes, les produits offriront une propriété des fonctions M 
analogue a celle des fonctions A, et contenue dans les équations 
suivantes : | 


a= MMe 0 ei 
(1 ) — M" Mu M' Ms — M""! M’. 


Cette suite ne sétend pas jusqu’a l’équation »==(M") qui serait 
inexacte; on voit au contraire par la 10° des équations (15) qu’on 
nt M™ — T*" 

Tl résulte de ces équations qu'un terme quelconque de la suite M, 
M’, M’, etc. peut se représenter par la formule 


ll 


(m : m : : m 
MS )— n3(cos.0! )4p—rsin.o ). 
Dans le cas de m= 0, nous avons déja trouvé par la formule (12), 


M=n?(cos.0+)“— I sin. 0), 02=6'— +x. Lorsquem sera un nombre 
pair, ce qui a lieu pour tous les termes M’, M", M™, etc. , on pourra 
calculer encore par la formule (12) langle ©” qui répond a M™, 


en mettant dans cette formule R” ** ou RT! & Ja place de R: 
il en résultera les deux équations, 


1? COS. eo?) —__5eos. (ai + 1)p+ 2c08.(67 + 3)u 
(15) | 7 — 4 cos. (102 + 5) + 2008. (187+ 9) p 
; n? sino?) = —5sin. (2¢-+ 1)y + 2sin.(67 + 3)p 


— Asin, (107-+ 5) py + asin. (187 + 9) uv. 
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Par exemple pour trouver la valeur de @" dans la formule.... 


4” 2 ”) . . . 
M’ =n? (cos. 0”+ |“— 1sin.0”), on fera 21=2, ce qui donnera 
les deux équations 
I 


t 


2? C08.0"= — 2.08. p.—-7 cos. 3 
n?sin.e"= 3—sin.3uz. 


Comparant ces équations a celles qui déterminent 6” (art. 600), on 
en déduira 


O' = 6" +--+. 
De méme pour avoir la valeur de 6" GUS GUNG crc. oa. te eee 


M" =n? (cos. 0"'+|“—1 sin. 0"), il faut faire 2i==6, et on aura 


nN? COS. O" = 2.C0S. ». + 7 C08. 3p, 
n>? sin. O'== 3 —sin. 3p. 


Done ©" =7— 0’ :x7—6". Ces deux résultats vont nous servir a 
compleéter la solution de notre probléme. 


(607) Pour revenir aux équations (15) qui sont autant de théo- 
rémes nouveaux sur les fonctions T, nous remarquerons que les 
coefficients de rang pair M', M”, M’, etc., produits par la substitu- 
tion de R?, R‘, R®, ete. au lieu de R dans M, doivent se tirer de la 
formule générale (11) et non de la formule réduite (12) qui n’a pas 


lieu pour ces coefficients de rang pair. En effet l’équation R°=—1 

que suppose la formule (12), cesse d’étre exacte, lorsqu’au lieu de 
VL 4 “4 id 9 > . 

Ron met R’, R‘, ouen général R2‘, puisqu’on n'a pas Re’ =—1, 


mais bien R2°'= + 1. 
Ainsi, par exemple, pour avoir la valeur de M’ on mettra R* au 


lieu de R dans la formule (11), et on aura 
M’—— 4—3 R’?—aR°—2R’ 
n2 cos. @' = —5 + cos. 2p. 


n? sin, @’ —=— 5sin. 3p —2sm. Au. 
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De la on'tire la valeur exacte 


@' = —72°=0'—4u, 
qui donne 


M'=n3(cos. (’—4u) +/—1 sin. (0’— 4 p)} 

Par cette valeur de M’ on calculera directement celle de T’ au 
moyen de |’équation T’T”’==M'T", et on aura 

wo’ =o + wo —b'+ 4u, 
ou 

wo’ = 60 —36—24'+ 4p, 
valeur qui s’accorde avec celle que nous avons déja trouvee.... 
wo =6o0—24—26'—6"+4 10; caren les égalant on trouve 6’= 6+ 6p, 
ce qui est en effet la valeur de 6”. 

Aprés avoir déduit des équations T?= AT’, T' T’= MT" les deux 
suites de théorémes compris dans les équations (3) et (15), on doit 
voir maintenant qu'il serait facile de déduire une suite de théoremes 
semblables de l’équation TT” =NT", et de beaucoup d'autres de 
la méme nature telles que TT’—=BT”, TT*==D1", etc. Mais ces 


théoremes, si faciles a multiplier, sont inutiles pour l'objet que 


nous avons en vue, cest-a-dire, pour Ja détermination des divers 
polynomes T, T’,T”, etc. en fonctions de la racine R; car le petit 
nombre d’applications que nous avons faites de la série (15) et de 
Péquation TT” = NT", suffit pour la détermination dont il s'agit, 
ainsi que pour la résolution générale de l’équation X==o dans le 
cascue 7a 


(608) En effet, au moyen de la valeur 0’==6"+ +2, qui détermine 
M’, equation T” T= M”" T'"' qui est la troisieme des équations (15), 
donnera langle o''" qui détermine T""', savoir : 

. wo =o" + 0 —O'=gwo— 36— 30'— "+ r— 0" 

ou 
wo”! == Ga — 4o— 30 —0" + 144°. 

En second heu, la valeur 0" = +5,—6’==162°—6” qui détermine 


v 4 : , . Ne Nir F 
M", fera connaitre w” par l’équation T"*=7— =——— , prise 
: Yau n ’ 
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dans la série (15), et d’ot: résulte 


o' =o + o' + O"=70—20— 26'—0"— 0" + an — 18", 


ou en négligeant 2-7, 
wo =70—3§)—26'— 6" — 126°. 


Ces valeurs de w et w s’accordent avec celles de l’art. 605, en 
les choisissant de cette maniére, 
bal Art wy __ Fo! 


aye bie ee 
2 2 


Etoae. 


Au reste dans ces comparaisons une différence de 2x ou d’un mul- 
tiple de 27 est regardée comme nulle, parce qu'elle ne change 
rien 4 la position du point quelles déterminent sur la circonférence. 

(609) Pour rassembler sous un méme point de vue tous les résul- 


tats des calculs précédents, nous avons formé le tableau suivant : 


eee ira 16 06135 Jos 


Io 


Bb <=20+0 = 7°28 5” .13403 0238 

wo =30+e = 109 18 18 .654060177 

wo” =fotea” = 73 4g 10 .44944 3446 

ow” =5o+«" =— 70 fo 12 .34514 2636 (A) 

ow =bo+a =—147 4g 44 .23514 3346 

oe =70e+a" =—176 51 57 .11079 6477 

a” ==80-+<4 = 5 38 54 .68458 6793 

e"= gota" 159 29 8 .20461 6731 
a =—0 = 105°33' 38” .45673 63 
a” —=—b—t+in == 254 26 38 .63811 ga7 
a” —=—26—# = 270 0 17 .09485 557 

oak 4 kee ; 

a” Se a ee +76"——= 174 33 4o .96162 252 
oe =—36—204+ — 146 26 55 .73297 484 
a =—34—26'—9"— 2 =—193 32 30 .48132 526 
a”? == — 4p — 26’—6”" a on eta nOT Oat on 


127 


a= — hp —36'— 4" =—119 5 51 .84320 599 
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Sil’on substitue maintenant les valeurs trouvées pour #, 0,0" ...0",; 
dans la formule 
Serene cane ae 

p =a + =~ (COS. o + COS. w+ COS.0". . . +COS.0 ) 
on trouvera, en faisant le calcul par les tables a sept décimales 
seulement 

p=200s. 79° 127 .8. 

187 
4I 


la racine que represente exactement la formule calculée d’apres la 


Cette valeur est a trés-peu pres celle de 2 cos.— ; ainsi on connait 


premiere valeur de o. 


(610) Pour avoir les autres racines il faut & la place de w substi- 
4k 


20 


ue Se acs en 38x. 
> a rad qua @ was 


° av 
tuer successivement w +- ey = 
et il faut observer 1° qu’a chaque substitution le terme 2? qui re- 
| 
F . . roe . 
présente T™ doit changer de signe, parce que la série des racines 


Pp qui peut etre représentée par 
2C0S.1, 2C0S.A1g’, 2C0S.12", 2C0S.iQ", etC., 


g étant la racine primitive de n, donne en général pour T™ la 
valeur 
2COS.A—— 2. COS.AY + 2 COS.12"—2COs. 9", ete., 


laquelle change de signe lorsque le premier terme ‘2 cos. est rem- 


placé par le suivant 2cos..g; 2° qu’en augmentant » du multiple 


27 : ”" 
hy. ou h.—, on doit augmenter en méme temps w' de 2hy, o” de 


Shu, 0” de 4hzp, et ainsi de suite, comme on le voit par les équa- 
tions (A) que nous venons de rapporter. 

Cela posé si I’on fait le calcul en augmentant w de 18°, c’est-a-dire 
en donnant a w la nouvelle valeur 


w==— 31° 2' 46" .66, 


et augmentant dans la proportion indiquée les autres angles «’, 
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1 
“ wrt! 


a ..-o"'', la formule dans laquelle on changera le signe de n° 


donnera pour résultat 2cos. oe. Or je remarque que dans la série 


des racines déterminées par la racine primitive g—=13, la racine 
14t 187 
2. COS. 7— precede la racine 2cos. — ia D’ou il suit que les substitu- 


tions successives de w+y,0+2y,0+ 3p, etc. a la place de o, 
donneront toutes les racines de I’équation proposée dans l’ordre 
inverse de celui qu'indique la racine primitive g= 13; en vertu de 


* ‘ ‘ e Qt 
cette valeur de g, on aurait, a partir de la racine P= 2008.77 
la série des racines p, p’, ie etc. dans l’ordre suivant : 
; 34n 
Pp ==sc0s, a —2¢c0s.— Pp = 200s. — ae *, p= 2008.5", 
= vr AT VEXoo 30m 
p ==20cos.—— ps = 2008.5" p = 2003. 7 5p =2008.7—, 
vyrrr__ 207 ™ 14 18% xt oO 27 
P 2.€08.—, p™* == 2,008.7 jae = 2008.7", p a0 Soe 
227 : 287 
p* ==2Cos. Fp = 200. FEI ae eel or a » Pp =2008. ae 
ie ee te 38% 
p™' =2.c08.——, p*""= 2 cos.—— as , p= 2 COS.——, p>" == 2€08. —— 
4 “AL 4t rg i 
18% 
La formule donnera donc, a partir du premier terme 2cos.—— 
) 4I 


qu'on peut toujours désigner par p, les termes de la méme série 
pris dans un ordre inverse, de sorte qu’on aura successivement 


2008, = — Hanae w + C0S.(20 + a’) +08. (30+ a") 
+08. (4o +a”)... + C0S.(go+a"')| 
14 I n? 
noos. ME 1 _ #28 op, (w +p.) + COS. (20+ 2n-+ «) 
+08. (30+3p+a")...+0C08.(Qo+guta™)| 
2008, —=— 4 2 at 2 006, (o + 2p)+ cos.(20 + 4p+ a) 


+¢08.(30+6u-+a’)...+008.(Qo+18p-+20"")], 


Il. ait 
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En général on pourra exprimer une racine quelconque ae hae 


par la formule 


a 


21 I n? COS. Mt 
Aton aac 20 


st 


+ ~""[cos. Q +008. (20 +2) +c08.(32+2")+cos.(40+2") 
+cos.(5Q + a’) + cos. (60 + a’) 4- cos. (72+ a”) 
+ cos.(8Q + a) + cos.(9Q + a”")], 


en faisant QO + mp,m-+1 etant le rang quoccupe 27 dans la 
suite 18, 14, 20, etc., comme on le voit ici: 


= 18, 14, 20, 30, 4; 6, 39, 34, 10,26; 2 , 38, 16, 24,36; 28, 4o, 22, 8 , 12 
1,044 Fis 2 09.40, OL Foes’; 0, 11982, Leta hon tine o, Boel G 
2 
Ai’ 
il faudra faire m=10 et Q=o-+ 1021+ 7, ce qui donnera le 
résultat suivant : 


Par exemple pour que la formule exprime la valeur de 2cos. 


27 
2, COS. — == — — + — 
4l 20 20 
+= [— cos. w + cos. (20 + «')— cos. (3 o + 2’) 


My 


+ cos. (4+ « )—...— COS. (Qw + 2'"”)]. 


Ces divers exemples dont les calculs ont été développés avec toute 
létendue nécessaire, prouvent qu'il est toujours possible de trouver 
une formule générale qui contienne et donne a volonteé toutes les 
racines de l’equation en p, d’ot l'on peut déduire toutes celles de 
equation Xo, n étant un nombre premier quelconque. 


Ezemple LV, vssat eens 


(611) Quoique la résolution de cet exemple ait été deja donnée 
(art. 535), cependant il ne sera pas inutile de faire voir comment 
notre nouvelle méthode conduit a une formule générale qui com- 


CINQUIEME PARTIE. 303 


prend sous la forme la plus simple toutes les racines de l’équation 
a résoudre. Cette équation est : 


o=p' + p’—7 p’—6p'+ 15pi + Lop'—10p'—4p + Te 


et nous supposerons a l’ordinaire que ses racines sont p, p’,p"...p"". 
Si on prend la valeur g==3 pour racine primitive de 17, ces ra- 
cines désigneront les huit périodes a deux termes (2:1), (2:2), 
(2: g°)...(2: 7), et en conséquence elles devront étre rangées dans 
lordre suivant : 


PHS Pp’ =p! 4. 74 
Lr rs (Oe ee sia 
Pp = r =}. rs ns —t a = jp 
jo te 2s ra po r® of aie 


On peut aussi, pour les applications que nous avons a faire, ranger 
ces mémes racines dans‘l’ordre des exposants de r, comme il suit: 


P —y' +r 


P=rt+r? 


ie r Se, rn jie ap r7 
(1) PSP ie 
Niet ei Peat les 


(612) Nous supposerons a l’ordinaire 
We +p R-+p"R + p’’R’. ; +p RR, 


R étant une racine imaginaire de l’équation R®°— 10, racine qui 
doit étre choisie de maniere que par ses puissances successives elle 
donne toutes les racines de la méme équation.Telle est par exemple, 


la racine R=cos.p + W/—!sin.p., en faisant p. = f= 45°. 

Nous désignerons également par T’, T’, T”,T, T’, T, ce que 
devient la fonction 'T, lorsqu’on met successivement R’, R’, R*, R’, 
R°, R7 a la place de R. 

Cela posé nous avons vu en général que dans l’équation T?= AT", 
A doit étre une fénction de R indépendante des racines py, et qu/ainsi 


al. 
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A est égale au.coefficient de p dans la valeur du carré T’, déve- 
loppée et réduite a la forme linéaire Ap + Bp'+ Cp" + ete. 
Dans ce développement nous devons d’abord consideérer la partie 


P’ + p” Rip He + poORS + pe RE + poRe+ peRet peer, 


ou il faut substituer les valeurs p’==2-+-p"", p? =2+p", p°=2+p, 
p'°=2 + p’,ete. Et parce que le terme constant 2 qui se trouve dans 
chacune de ces valeurs, est l’équivalent de —2p—2 p'— 2p"— etc., 
il est visible que les termes de A, dus a cette premiere partie du 
développement de T’, sont : 


—o(r+R+R...4+R") 4+ RK. 


La seconde partie du développement de T’ est composee d’une suite 
y . ; 
de termes de la forme app REF ; mais parmi ces termes nous 


ne devons considérer que ceux dans lesquels le produit pe P’ con- 
tient p, et nous voyons par le tableau (1) qu'il n’y a que sept de 
ces produits qui remplissent cette condition, savoir: 


ayes pMpes BP, Pp. je Yay a: P Bc 
Chaque produit pe Pp donnera dans A le coefficient aR’, et la 
somme de ces coefficients donnera dans Ja valeur de A la partie 


5 Reo o Rito Ro o Roto Rae oe Rh eR 


Réunissant donc ces deux parties on aura la valeur totale de A, 
SAVOID ? 
—2(1+R’>+R‘+Ro+ R'+ R°+R?+R") + Ri 


(he 
0) 4+ GRo+9R° + oR7+ oR? + oR°+ oR”. 


(613) On sait par la théorie précédente qu'il ne suflit pas de con- 
naitre la quantité A, mais qu’il faut aussi connaitre les quantités A’, 
A", A™...A", déduites de A en mettant R’, R?, R‘.. .R7 ala place de 
R, ce qui est la méme loi suivant laquelle les fonctions T’,T”, 
T"...T" se déduisent de T. Il faut done regardet la formule (2) 
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comme représentant sept quantités différentes A, A’, A”...A™, qui 
résulteront des substitutions indiquées; or a l’égard de toutes cés 
quantités , excepté seulement A’, on peut supposer la partie... 
—2(1+R'+R‘+...R") égale a zéro, parce que cette partie mul- 
tipliée par 1—R? (qui n’est zéro que quand au lieu de R on met Ré4, 
afin d’avoir A”) donne pour produit —2(1-—R")=o. Ainsi la 
valeur de A se réduira dans tous les cas dont il s’agit (excepté celui 
de A”) a la forme plus simple 


A=Ri+ 4 R’+ 2R°+ 2R7+ 2R®2-+2R?+ oR”. 


Celle-ci étant réduite de nowveau au moyen de |’équation R'= 1, 
de laquelle on peut exclure la racine R==r, et qui devient ainsi 
o—1+R+R’+R’>+R‘+R°+R°+R’, on aura 


(3) A=—2 — 2 R?+ Ri+ aR* 


Cette formule trés-simple va nous donner successivement les valeurs 
de A, A’, A”, A, Av et A"; quant a celle de A”, elle doit étre dé- 
duite immédiatement de la formule (2) en mettant R‘, c’est-a-dire 
—1 4 ]a place de R; car l’équation o= 1 —R*’=(1— RB‘) (1+ RB‘) 
ne peut subsister qu’en supposant R‘=— 1, puisqu’on ne peut pas 
avoir Rt'=1. Substituant done —1 4 la place de R dans l’équa- 
tion (2), on aura | 
A” =— 17==—n, 

ce qui s'accorde avec la théorie que nous avons déyeloppée dans 
d’autres: exemples. 

(614) Maintenant si dans la formule (3) on substitue les valeurs 


A=n?(cos.6+/—1 sin.6), R=cos.y. +)/“—1 sin.» on aura pour 
déterminer 6 les deux équations : 


n? C0s.( = — 2 — 2.08.3 p+ Cos. 4p. + 2 cos. Sy. 
4 ae : - ; 
4) n? sin.6 = —a2sin. 3p + sin. 4p + 25in. Sy. 
Puis faisant p=z= 4s, on aura 
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x ke I 
n?cos.6=—3, n*?sin.6—=—2/2, 


dou résulte la valeur approchée 6==— 136° 41’ 10". 12. 

Pour avoir la valeur de 6' qui donne celle de A’, il suffira de mettre 
apa la place de ». dans les équations (4), ce qui revient a mettre 
R’ au lieu de R dans l’équation (3); on aura ainsi 


n* cos.@’ = — 2— 2c0s.6u+ cos. 8p + 2008. 10u—=— I 
n? sin. @ = — 2sin.6y + sin. 8p + 25in.102—4, 
ce qui donne ’= 104" 2! 10”. 48. 
Pour avoir §” on mettra semblablement 3», a la place de p. dans 
les équations (4), ce qui donnera 


I 


n? COs. "= — 2 —2.C0S. Qu+ COS. 124+ 2008. 15yp==— 3 
n* sin. 6 == —2sin.gy+sin. 124+42sin. 154 —=— 2/2; 
donc 6”= 6 =— 136° 41' 10". 12. 


Comme on a deja déterminé 6”, qui est le cas d’exception, il est 
inutile d’aller plus loin, parce qu’on sait a priori quon doit avoir 
ATAT ans ALA ==7 7 AA" ==n set qu alision eit ronver,. 
6 == — 6" =— 6, = — 0’, 6" = — 6. C'est aussi ce qu’on déduirait 
aisément des équations (4). Car pour avoir 6” par exemple, il faut 
mettre 5p a la place de » dans les equation (4), ce qui donnera 


n? COS.6% = —2—2 0S. 154+C0S. 20242 C0S.254.=—3 
n?sin.g%—= —asin. 154+sin.204+28in, 254=2)2; 
donc 6’ =— 6". 


De méme si on met 6y a la place de », on aura 


n? Cos. = —2— 20s. 184+ 0s. 244.4208, 30 .==— 1 
n? sin. 9% = —2sin. 18» +sin.24u + 2sin. 30p—=— 4; 
done 6’ —=—#’. 


On trouverait enfin 6"*==—6; ce qui est une nouvelle vérifica- 
tion des propriétés connues des quantités A. 
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(615) Venons maintenant & la détermination des. fonctions T: 
nous aurons pour cet effet la série d’équations 
(5) fh RS T?— A’ iy Tes AT, ae AEG. 
Ty» — A" ike A hes rN Be Pio AY Lae 


4 laquelle on peut joindre les deux séries 
6) n= TT = TST" = TT” 
n= AA =A’ AY=A” A"=— A”, 
On trouve d’abord par les équations (5) Té/==n? A? A’, d’ou il suit 
qu’en supposant a l’ordinaire T = n* (cos. o+|/—1 sin. #), on aura 


2046" 


ears 


: ets ‘lg : 
Connaissant » et par conséquent T,, on aura T’= —_, ce qui donne 


—= — 42°20' 2" “ite 


o ==20—0=252°1' 5” .94; | 


fa 


° iF bd ZA i b 
et ensuite l’équation T’= a donne 


7 


wo” == 20 —b'=fo—26—t’=0. 


Cette valeur apprend que T” ee ; léquation T’? = A” T™", dans 
laquelle A” —=—n, et T"*=— 1, donnerait T’’ =n, et par con- 
séquent T’=—+/[“n: Vincertitude des signes est fixée par la valeur 
nulle de w” qui donne T” = + “rn. 

Nous connaissons ‘T et T’, ainsi que leurs inverses T" et T’, il 


ne reste plus 4 déterminer que la fonction T” qui fera connaitre 


. x : 1 wt nA" 
son inverse T. Pour cela nous avons l’équation T” = A°T' == 


. Mt 
qui donne 20” =6" —o’' ou 6’—wo + 2n. Done la valeur de w” ne 


peut étre que l'une des deux 


ie Views pee Mrcal od 
——_ eee 9 a 
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ou en valeurs numeriques. 


wo =— 9’ 217". 68 
a. == + 85° 38'59",. 32. 


(616) Pour décider a priori laquelle de ces deux valeurs doit étre 
prise pour correspondre a Ja valeur de w, il faut aveir recours a 
’équation TT’=MT’, dans laquelle M doit étre une fonction de R 
‘seule; et l’on voit que M sera le coefficient de p dans le produit TT’ 
développé et réduit a la forme linéaire. Or on trouve par la méthode 
dont nous avons déja donne plusieurs exemples, 


M~=2+3R+R’+ Ri+ 3Ri+4R°+R’, 


valeur qui, au moyen de l’équation R‘==—1, se réduit a la forme 
trés-simple 

M=1—4R’. 
Faisant donc M= 7? (cos.0+|“—1 sin. @) et R=cos.n+// — Isin.u, 
on aura pour déterminer © les deux équations 


n?c0s.O==1—4cos.2.=1, n*sin.O@==—Asin.2»=—4; 
mais on a trouvé ci-dessus n* cos.6’—=—1 et n?sin.0’ —=4; donc 
© = 6’ — x. , 


Cela posé, de l’équation TT’= MT" on tirera 


© == 0-+o—@ =wto—b' +r, 
ou 


§.—- w/ 


wo = 3 0—~— 6-6! -b pe +o, 


Ainsi on voit que c’est la seconde des deux valeurs trouvées ci-dessus 
qui doit avoir lieu, savoir : 


wo =30—)— 6! + «= 85° 38 5a” 32: 


Maintenant si on fait une somme des trois quantités T, T’,T” et 
de leurs inverses T™, T’, T'"; si ensuite A cette somme on ajoute 
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T’=n* et T’ =—1, on aura la formule 
I n> on? ! " 
pepe ts (COS. © -+ COS. w! + COS. 0’). 


Calculant cette formule d’aprés les valeurs trouvées pour w, w! et 
w, on trouve tp=c0s.~Z =o. 93247 223: ce cosinus differe a 
peine de la vraie valeur de cos. = laquelle est 0.93247 217; dou 
lon voit que la formule calculée d’aprés des valeurs rigoureuses de 


‘ i 
§ et 6’ donnerait la valeur exacte de 2. COS. —- 


(617) Si l'on met dans la formule + pou © + 45° a la place de 
w, il faudra augmenter w’ de go° et w de 135°, ce qui donnera 
Ga 0G 197 0 
Qe ies aan 
» ==920 38 5a .32 


d’ou résulte 27 (cos. + COS. + COS. 0” ==— 4.5190484 
Ii faudra pour cette seconde valeur de » pren- 


dre n? avecle signe —, etretrancher par con- 
séquent de la quantité précédente 


peas en ratio ODN ene —5.1231055 


ce qui donnera pour la seconde valeur de }p....—0.60263462. 
. . 127 y ‘ x 

Or ce cosinus est celui de ke trés-peu pres. Done en augmentant 
dew | 1 était ¢ 2® | est suivie dela racine 2cos.— 
w dey la racine p, quietait2 cos. , € 3 ae 

Mais les racines p, p’, p’...p"* rangées suivant lordre déterminé 

; 8 te . 21% 

par la racine primitive g==3, et mises sous la forme 2.COS. —— 


sont 
14 


Ns , 6n ff om 16% tifa 
p=2008.——, p'= 2008. =, p'==208.-— yp = aco8, T- 


iy peas 
ay: Sh - 24 105): Aire: tas 12% 
P stage a i src ae eS a Sars sh = 2COs. 7 


I 
ij 
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Ainsi on voit que pour passer d’un terme de cette série au terme 
précédent, il faut augmenter simultanément o de »., 0 de 2p,” de 


3u, et changer le signe de n*. On obtiendra ainsi toutes les racines 
de l’équation proposée, dans un ordre inverse de celui qui est indiqué 
par laracine primitive g—=3. On obtiendrait ordre direct , en di- 


minuant progressivement o de p., o de 2p et wo” de 3u. 


(618) Cela posé nous aurons la formule génerale 
aim —1-+7*cos.mt 
(HOS, = SS SSS 
17 16 
2an* ; ; 
-+ —— [cos. (o — mp) + COs. (20— amy. —4) 


+ €08.(30—-3my—4—6' + =) ), 
dans laquelle m + 1 est le rang qu’occupe 22 dans la suite 
j SOTO: Tis 8. TOl Ips tak 


On peut dire aussi que mm se déduira du nombre donne z par la con- 
dition que 3"=7 soit divisible par 17. 

Les données qui entrent dans notre formule générale se réduisent 
aux seuls angles 6 et 6’ déterminés par les équations 


os. 6 : sin see ce 
COS. 0 SS ’ nae 
Vig’ Maize? 
, I : 7 4 
cos, 6 —=— ——,, sin.§ > —— .- 
ving V17 
Car par ces angles qu’on peut construire géomeétriquement, on con- 
. ak P 244-6 
struira semblablement la troisieme donnée «=——}; on pourra 
4 : 


done au moyen de notre formule construire géométriquement les 
; : ‘21% . 7 ’ j 
diverses valeurs de COR a ce qui confirme tout ce quon a dit 


et répété sur la division de la circonference en 17 parties égales. 


at aarti tet thn tate ttn tn te et et het he ht hhh nh ah ee eee 
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DEMONSTRATION DE DIVERS 'THEOREMES D’ANALYSE 
INDETERMINER, 


S 1 ot Von se propose-de décomposer un nombre donné en quatre 
carrés , de maniere que la somme de leurs racines , prises post- 


tivement, soit égale aun nombre donne. 


(619) L. s'agit en general de satisfaire aux deux équations 


a= +P +042’, 
b=s +t +utr, 


(1) 


dans lesquelles a et 6 sont des nombres donnés, et ou l'on suppose 
les quatre racines s,¢,u, positives. 

Jobserve d’abord que x + x étant toujours un nombre pair, il 
faut que a + 6 soit aussi un nombre pair; ainsi les nombres donnés 
a et b devront étre de la meine espece, Cest-i-dire tous deux pairs, 
ou tous deux impairs. 

En second lieu, si les quatre nombres s, ¢, w, v étaient évaux , 
onaurait a= 43’, b=4s, Vou b=/ga; et si, de ces quatre nom- 
bres, trois étaient nuls, on aurait as", b=s, ce qui donnerait 
b=Va; done en général b doit toujours étre compris entre les 
limites “a et qa. 

Ces conditions ne sont pas les seules qui doivent avoir lew pour 
que le probleme soit possible; mais avant de le considérer dans 
toute sa généralité, nous examinerons Cabord te cas ou Pun des 
nombres s, t, @, v serait Zero. 
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(620) Nous aurons, dans ce cas, a résoudre les deux équations 


a=0+U +", 
b=t+uty, 


(2) 


et voici les conditions de leur possibilité. 

1° [] faut que a ne soit pas de la forme 44 (8 + 7); car on sait 
qu’aucun nombre de cette forme n’est la somme de trois carrés. 

2° Le nombre & doit toujours étre de méme espeéce que a ; mais 
il faudra de plus, dans ce cas, que } soit compris entre les limites 
Va et 3a. En effet, si les trois nombres t, w, v étaient égaux , 
on aurait a= 3¢0,b=—3t, ce qui donnerait b=“ 3a; c'est la plus 
grande valeur de 6, la plus petite est, comme dans le cas général, 
b ata 

Cela posé, des trois nombres t, «, v, un au moins sera de méme 
espece que a. Soit t ce nombre, les deux autres u et v devront étre 
tous deux pairs ou tous deux impairs. Faisant donc u+ v=a2p, 


u—v=2q, ce qui donne u=p+q,v=p—q, t=b—ap, il 
restera a satisfaire a l’équation a = (b— 2p) +(p+ qv +(p—-q)’; 
ou a la suivante: 


See A iSpesn actos, 


2 
De la on voit que la troisiéme condition nécessaire pour la possi- 


os b & , . > 
- se réduise a la forme 


cee ae } 3a 
bilité de la solution, est que le nombre - 

; mats : ; AWOL sn ae ; 
vw +3y, ce qui aura lieu si ere Ta Oe des facteurs simples de 


la forme Gr + 1, auxquels peuvent se joindre le facteur 3, si } est 
divisible par 3, et le facteur 4, si a est de la forme 87 +3, ou si 
« est divisible par 4*, auquel cas d doit étre divisible par 24. 


} 1+, d&— 6? Sata ig ae ; sof 
Ayant done fait =e foe Onen tirera y=, p=) 


etsiles trois valcurs t= 6— 2p, u —=p+q, v=p—gq, sont toutes 
positives, on aura la solution des équations (2). 


(621) Lxemple I. Soit a==678,b—=4o, les deux premieres con- 
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ditions seront satisfaites; on aura ensuite +(3a—6*)= 217= 7.31, 

et puisque les facteurs 7 et 31 sont de la forme 6n + 1, la troi- 
siéme condition est encore remplie. 

Il reste a mettre 7.31 sous la forme f? + 3 g*, ce qu’on peut faire 

de deux maniéres, soit par les valeurs f=5, ¢—=8, soit par les 


valeurs f= 13, g==4; et parce que, dans les deux cas, on trouve 
des valeurs positives pour les indéterminées ¢, u,v, il en résulte 
les deux solutions suivantes : 


678 = 1o’+ 23°+ 77 678 = 297+ 13°+ 5° 
4o=10 +2347 ho=22 +13 +5 


(622) Hxemple I. Soit a= 8003, b= 121, les deux premieres 
conditions sont remplies; la troisiéme lest également, puisqu’on a 


-(3a— 6) =4684= 4.1171, et que 1171 est un nombre premier de 
la forme 6” + 1. Ce nombre peut se mettre sous la forme Bat43\ ap 
et son produit par 4 ou 1°+-3. 1’, prend les deux formes 537 +3.25’, 
et 11°+3.3g'; mais ces deux formes ne conduisent qu’a une seule 
solution , laquelle est 


8003 = 83'-4- 337+ 5° 
1a1=83 + 33 +5. 


(623) Au moyen des formules précédentes on pourra, dans beau- 
coup de cas, non-seulement décomposer en trois carrés un nombre 
donné qui n’est pas de la forme 44 (8 n+ 7), mais de plus, faire en 
sorte que la somme des racines de ces carrés soit égale 4 un nombre 
donnée. 

Si on veut décomposer unnombre donné N en trois triangulaires 
dont les cétés pris ensemble fassent une somme donnée c, il faudra 
satisfaire aux deux équations 


+4. 


) 


en ae a ae a A 
2 


Z’>+2 
+ res 
2 2 


C= E+) +%. 


Or il est visible que ce probleme est renfermé dans celui que nous 
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venons de résoudre. H faudra faire a—=8N +3, b=»e+ 3, et 


apres avoir trouvé les valeurs de t, u,v, on en déduira celles de 


t— I u—tI V—I 


— 
-»— 


flrs ESP oe 53 


Es Nose GAOL A ae ; 

Par exemple, soit N= 1000 et c=5g, on aura a= 8003 ct 
b= 121, cequi donnera, @apres exemple IT, la solution «41, 
ya=a16 -2—=3. Oia en eller, 


1.42 16.1 220) 
(O00 Sea a 
2 D5 2 


59 = 41 +1642. 


(624) Venons maintenant a la résolution générale des équations 
(1); elles donnent @abord ce résultat remarquable, 


ha—b=(s + t—u—v) +(s +u—t—v) + (s +v— t—u)’; 


d’ot lon voit que 4a—6’ doit étre décomposable en trois carrés, 
et quainsi une troisiéme condition nécessaire pour la possibilité 
du probleme, est que 4a—J’ ne soit pas de la forme 44(87 + 7). 

Si 4a—&* west pas de cette forme, il sera toujours possible de 
satisfaire , d’une ou de plusieurs manieres, a l’équation 


: ha—P 2 + +2’; 


on regardera done v,Y,2 comme connus, et en supposant que s, 
t, w, v soient rangés par ordre de grandeur, ainsi que =, 7%, on 
aura, pour déterminer s,¢, 7, v, les quatre équations 


stFtt+tutv=—d, 


K Si eet Dae Nc lemme ir 
Se a ee 


§ + yu—t— ute. 


Ona mis dans la troisieme + z, parce que, quoiqu’on ait par hy po- 
these s >t>a>v, il warrivera cependant pas toujours que la 
somme § + v soit plus grande que t+ v7. 

Il faut maintenant que les valeurs de s, ¢, w,v, déduites des 
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equations précédentes , soient positives , sans quoi le probleme ne 
serait quimproprement résolu. Or cette condition peut toujours 
étre remplie en limitant convenablement la valeur de }. Pour le 
faire voir, il faut examiner successivement le cas ou a et sont im- 
pairs, et celui ot ils sont pairs. 


Premier cas, a et b impairs. 
(625) Dans ce cas , 4a — ? sera de la forme 8n + 3, et on pourra 
toujours satisfaire a l’équation 
(3) ha—V=xr+y4+2, 


ou 2+ y+ 2 designe Pune des formes trinaires du nombre 4a—’. © 
Ensuite on déduira des equations de Varticle précédent les valeurs 
des indéterminées s,f, z, v, comme il suit: 

__ b4+a+y—ez t b+- ax b-+y Uees, 


ee 


Puisque les nombres 6, x, 9, z sont tous impairs, ul faudra que 
lun des nombres 6+ a2+-y+s, b+x+y—=zs soit de la forme 
4n, et Vautre de la forme 47 + 2; donc, en prenant convenable- 
ment lesigne des, danslexpression des, on aura un nombre entier 
pour la valeur de s, ce qui donnera ensuite des nombres entiers 
pour les valeurs des trois autres indéterminces. On voit par la qui 
n'y a qu'un des deux signes de z qui puisse ¢tre employe, et qu'ainsi 
on n’a quwune solution pour chaque forme trinaire de 4a—0’. 
(626) Maintenant, puisque nous avons supposé wv > y > z, il est 


clair que les valeurs de s, ¢, w, v seront toujours positives, si celle 
de vw lest dans le cas le moins favorable, c’est-a-dire si Ton a 


ae b—x—y—z 
> 03 ou oe 


Il suffit, pour cela, quonait 2+ y+z<b+4;carb—a«—y—z 
doit toujours étre divisible par 4, dans le cas dont il s’agit. Or, d’apres 
Péquation 4a —B =a? +y' +2", onav+y+z<V3(a—o’), et 
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en faisant (6 + 4) = 3(4a—6’), on tirera de cette équation 
b=V (3a—3) — 2. 


Si done 4, qui doit toujours étre plus petit que 4a, est suppose 
en méme temps plus grand que la limite }“(8a— 3)— 1, on sera 
assuré que les valeurs des indéterminées s, t, u,v, déduites des 
formules précédentes , seront toutes positives, et qu’ainsi le probleme 
sera résolu. 

Un seul cas fait exception, c’est celui ot lon aurait a-la-fois 


rayar=\/(“5-) et b=// (3a—3)—1; car alorsil en re- 


sulterait x+y +2z—6-+ 4, et par consequent v=—1. Mais il 
est facile de faire en sorte que ce cas particulier ne puisse avoir lieu, 
il suffit pour cela d’augmenter aussi peu qu’on voudra la limite in- 
férieure de 6. Nous supposerons donc désormais que les lmites 
de & sont 


b>V (3a—2)—1, b<V4a; 


et dans cette hypothése les formules (4) donneront toujours des 
valeurs positives pour les quatre indéterminées s,¢, u,v, méme 
quand 5 serait égale a sa limite inférieure. 


(627) En admettant la limite b > “(3 a — 2)—1, onala certitude 
que la solution sera donnée toujours en nombres positifs. Mais il 
ne s'ensuit pas que si on prenait 6 plus petit que cette limite (et 
cependant plus grand que)“ a), le probléme ne pourrait étre résolu 
en nombres positifs. [] arrivera, au contraire, assez souvent, sur- 
tout si a est un grand nombre, que des valeurs de 6 plus petites 
que la limite assignée donneront des solutions en nombres positifs; 
et ces solutions se trouveront également par les formules (4) , toutes 
les fois qu’elles pourront avoir lieu. C’est ce dont on verra un grand | 
nombre d’exemples ci-apres. 


Second cas, a et b pairs. 


(628) Les nombres a et b étant pairs , 4a-—6*-sera divisible par 
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4; et puisque cette quantité est représentée par a*-+ 7°-+ 2’, il faudra 
que les trois nombres a, y,z soient pairs. On simplifiera donc 


ed . « ° 
l'équation en mettant 22, 2y,2z 4 la place de x, y,z, ce qui 
donnera | 


(5) a—(ibyaxrty + 2. 


Cela posé , si a—(;)* n’est pas dela forme 44 (8n + 7), cette équa- 
tion sera satisfaite par toute forme trinaire, propre ou impropre, du 
nombre a—(+=6)’. Connaissant donc les trois nombres x, y, z, on 
aura pour déterminer s, ¢, w, v, les quatre équations 


S+titutov=—bd, 
$+ f€—u—v=22, 
S+UuU— t(—v=—2Yy, 
S+u—t—uxtaz, 


d’ou l'on tire les valeurs 


+b4+a+4+yez : : : 
(6) s= a, t= b—s +4 x, u=+b—s+y, y=aib—sxz. 
Ces valeurs seront des nombres entiers dans les deux cas que pré- 
sente le signe ambigu; ainsi il en résultera toujours deux solutions, 
excepté le-cas de z==0, ow les deux solutions se réduisent 4 une 
seule. 


(629) Maintenant, pour que ces solutions soient admissibles, il 
faut que les quatre nombres s, t, w, v soient positifs, ce qui aura 
lieu si dans le cas le moins favorable, v est positif, ou si l’on a 


<b a eo a3 


Cette condition sera remplie comme dans le premier cas, en sup- 
posant b >|“ (3a—2)—tr. Dvailleurs on devra faire les mémes ob- 
servations que dans l’art. 627, relativement aux solutions qui peuvent 
avoir lieu dans certains cas ot 6 serait inférieur a ja limite assignee. 

(630) Ily a diverses remarques a faire sur la solution du probleme 
précédent, selon les diverses formes du nombre a. 

I. te 
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1’ Siw est de la forme 42+ 2, le nombre a — ; & sera de l'une 
des formes 42 +1, 42 +2, lesquelles sont toujours décomposables 
en trois carrés, d’aprés la théorie exposée dans la troisiéme partie. 
Done dans ce cas, les équations proposées seront toujours réso- 
lubles. 

2° Sia est dela forme 87 + 4, on pourra satisfaire aux équations 
proposées de deux manitres, les nombres s,¢, w, v étant tous pairs 
ou tous impairs: ces deux solutions seront données par les formu- 
les (6); mais il faut, dans ce cas , que a— 0 ne soit pas de la forme 
ht (8n + 7). 

3° Sia est de la forme 8(22 + 1), les nombres s,¢, uw, v devront 
étre pairs, et en général si a est de la forme 274+1(2n-+ 1), ces 
nombres devrant étre divisibles par 24; leur somme & devra done 
étre aussi divisible par 2‘ et méme par 24+1, parce que le quo- 
tient devra etre pair. Soil don d@== 90 (U9, $e eee 
u=2'u,v=a2'v’, la solution des équations propos¢ées se réduira 
a celle des équations 


a=s” he t? A u? as av, 
P=s +t + +4; 


elle sera done toujours possible, puisqu’alors a’ est de la forme 
4n + 2. Mais on remarguera que dans ce cas il ne suffit pas que 
soit compris entre les limites)“4a et)“(3.a—2)—1, il faut encore 
que } soit divisible par 24+*. Les autres valeurs deb comprises entre 
les limites assignees, ne pouyant satisfaire, on trouverait qu’elles 
réduisent a— +6 ala forme 44(8 2 + 7). 

On pourra descendre au-dessous de la limite “(3 a—2)—1, 
pour essayer sil y a autres solutions; mais il faudra toujours que 
les valeurs de 6 soient divisibles par 24+, 

4’ Entin si a est de la forme 24+ (22+ 1), A n’étant pas zéro, 
il faudra que chacun des nombres s, ¢, w, v soit divisible par 2°, 
et leur somine 6 par 24+*, C'est pourquoi faisant a= 2% a', b= a4 b', 


sa oh toolkit”, um at’, vat’, les équati Rita ics 
: 11a came phates ae » V= 2*V, les equations proposees se re- 
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duiront aux suivantes , 


Fy Bam th Yl el tah RS a ale 
Fs +f +u' +0, 


dans lesquelles a’ sera de la forme 87 -+ 4, et qui se rapporteront 
ainsi au second cas, comme le précédent se rapporte au premier. 


(631) La théorie exposée dans ce chapitre, est la base de la dé- 
monstration générale du théoreme de Fermat, dont nous nous oc- 
cuperons dans le chapitre suivant; elle’peut étre utile dans plusieurs 
autres recherches d’analyse indéterminée. 

On voit déja que cette théorie donne une extension remarquable 
aux deux premiers cas du theoréme sur les nombres polygones, puis- 
quelle offre les moyens non-seulement de décomposer un nombre 
donné en trois ou en quatre carrés, mais de faire en sorte que la 
somme des racines de ces carrés soit égale 4 un nombre donné pris 
entre certaines limites. 


212. 
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§ II. Démonstration du Théoréme de Fermat, sur les nombres 


polygones , et de quelques autres Théoremes analogues. 


(632) Ohwa fit voir ci-dessus (art. 156) qu’un nombre polygone 
de l’ordre m -+ 2, a pour expression générale 


= (a* —2) +2, 


x désignant le coté de ce polygone, ou le rang quil tient parmi les 
polygones du méme ordre. Cette expression prouve que o et 1 sont 
deux termes communs aux polygones de tous les ordres. 

Legs nombres triangulaires résultent de la supposition m== 1, et 
les carrés de la supposition m= 2; dans ces deux premiers cas, il 
est indifférent de prendre «x positif ou négatif, et on n’obtient qu'une 
seule et méme suite, celle des nombres triangulaires ou celle des 
carrés. . 

Mais m étant > 2, l’expression générale des nombres polygones 
donne deux suites différentes pour chaque ordre, selon qu’on sup- 
pose x positif ou négatif. Ces deux suites sont liées entre elles par 
une méme loi, de sorte que l'une n’est que le prolongement de l'autre; 
mais dans lapplication au théoreme de Fermat, on fait toujours 
abstraction de la suite formée avec des valeurs négatives de x, et 
on ne considére que celle qui est formée avec les valeurs positives, 
comme les présente le tableau du n° 156. 


(633) Cela posé, il faut démontrer qu'un nombre quelconque est 
composé Aautant de polygones de Vordre m+ 2, qwil y a dunités 
dans M+ 2. 

Le nombre des polygones qui composent un nombre donné, 
pourrait cependant étre moindre que m + 2; mais en regardant © 
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comme un polygone compleétif, le nombre des polygones pourra 
toujours €tre censé m + 2, conformément a I’énoncé de la propo- 
sition. 

Ce théoréme ayant été démontré dans le Traité précédent, pou 
le cas des nombres triangulaires et pour celui des carrés, qui sont 
les deux premiers de la proposition générale, nous ne considérerons 
que les cas ultérieurs ot l'on a m> 2, savoir, m=3 pour les nom- 
bres pentagones , 74 pour les hexagones, et ainsi de suite. 

Or d’aprés ce qui a été démontré dans le § précédent il ne reste 
plus a établir qu’un petit nombre de propositions subsidiaires pour 
parvenir a celle qui fait l'objet de ce chapitre. 


(634) TuEorée I. « a étant un nombre impair quelconque, non 
« compris dans les dix suivants 1,3, 5,7, 11,15, 19, 23,37, 71, 
« il existe toujours deux nombres impairs consécutifs ¢, c —2, tels 
« quen faisant successivement b==c et b==c—2, on pourra, dans 
« les deux cas, satisfaire aux équations 


a=S4+7P4+UV4 2’, 


(1) 


« avec la condition que les racines s , ¢, uz, v soient toutes positives. » 

En effet, 1° sila différence entre les limites|“4aet)(3a—2)—1, 
est égale a 4 ou plus grand que 4, il y aura au mois quatre nom- 
bres entiers consécutifs compris entre ces limites. De ces quatre 
nombres, deux seront impairs et pourront étre pris pour 6; les 
équations proposées seront donc résolubles, dans les deux cas, par 
les formules de l’art. 625. 

Or en faisant “(4 a)—lV (3a—- 2) + 1 =4, on trouve a= 121 ; 
donc le nombre 121 et tous les nombres impairs plus grands que 121, 
jouissent de la propriété mentionnée. 

9° Si ensuite on examine tous les nombres impairs au-dessous de 
121, 0n trouvera que pour une partie de ces nombres, il existe deux 
valeurs de 6 comprises entre les limites “4 a et h-(3a— 2)— I, et 
que pour l'autre partie il n’existe qu'une seule valeur de 6. 


342 THEORIE DES NOMBRES. 


Dans le second cas, on devra essayer, d’apres les formules de 
_ Vart. 625, si le nombre impair immédiatement inférieur , quoique 
plus petitque la limite)“(3 a — 2) —1, ne peut pas étre pris pour 6, 
et conduire a une solution des équations (1), dans laquelle les ra- 
cines 5, £, uw, v solent prises positivement. 

Cet essai réussira pour la plupart des nombres dont il s'agit, et 
il ne restera que les dix valeurs mentionnées de a, savoir, 1,3, 5, 
7,11, 15, 19,23, 37,71, pour lesquelles il n’y a qu'une valeur 
de 6 qui satisfasse. 


Voici un tableau qui contient le résultat de ces calculs. 


(635) Pour mieux faire concevoir la construction de ce tableau, 
nous allons donner des exemples de chacun des trois cas qu'il pré- 
sente. 

Premier cas. Si on faita=65 ,on trouve pour 6 les deux valeurs 
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15 et 13, comprises entre les limites 1260 et 193— 1. Les mémes 
valeurs auraient également lieu pour les nombres 63, 61, 59,57; 
aussi voit-on dans le tableau, que pour tous les nombres impairs de 
65 4 57, les valeurs correspondantes de 6 sont 15 et 13. 


Second cas. Si on fait a= 41, on trouve qu'il n’y a que le nombre 
impair Lr qui soit compris entre les limites (164 et 121 — 1; mais 
si on essai@gla valeur suivante 6== 9, quoiqu’inférieure a la limite 
“121->1,0n trouve par les formules du n° 625, qu'elle satisfait aussi, 
puisquion a 416+ 2°+ 1’ et g9=6+2-+41. On a donc mis dans 
la table les valeurs 611, bg, correspondantes au nombre 
a= 41; mais on a distingué par une * la seconde valeur 9, pour 
avertir quelle est inférieure a la limite “(3a —2)— 1. 

Troisieme cas, Si on fait a==71, on ne trouve qu'un nombre im- 
pair 15, compris entre les limites qui conviennent a cette valeur de 
a, savoir ,|284 et 1o11 — 1. Siensuite on essaie la valeur b= 13, 
on trouve par les formules du n° 625, quelle n’est pas admissible, 
parce que l’une des indéterminées s, t, w, v serait négative. On n’a 
done mis dans le tableau que la seule valeur 6=15, correspondante 
au nombre a=71. 


(636) Tuéoréne IT. « Soit a un nombre impair quelconque; soient 
«c,c—2,ce—4,....d, les diverses valeurs successives de b avec 
« lesquelles on peut résoudre en nombres positifs les équations (1) ; 
« soit enfin run terme quelconque de la suite 0,1,2,3...m-—a2. 

« Si on considére la fonction 


Z=—(a—b)+b+r, 


« dans laquelle 4 et r sont des termes pris a volonté dans les suites 
« qui leur sont propres, et qu’on appelle P ou P (a) la plus petite 
« valeur de cette fonction, Q ou Q(a) la plus grande; on aura 


P(a)=~(a—o) +e, 


Q(a)=<(a—d) +d+m—2 
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« Cela posé, je dis, 1° que tous les nombres entiers compris depuis 
« P(a) jusqu’a Q(a), seront représentés par la fonction Z; 2° que 
« tous ces nombres pourront étre décomposés chacun en m+ 2 
« polygones de l’ordre m + a. » 

En effet, 1° soit Z2==P(a)+ p, p étant un nombre pris a volonté 
depuis 1 jusqu’a Q(a)—P (a), on aura pour déterminer 6 et r, 
léquation 


Pp =(m—2) (=) +r; 


or puisque p et 7—2 sont deux nombres données, on voit que r est 
le reste de la division de p par m— 2, et que si on appelle g le quo- 


: eco c—b 
tient de cette division, on aura "=, ou b=c—24. 


[1 suit de la que pour chaque valeur donnée de p, on n’a qu'une 
solution, excepté lorsque le reste r est zéro; car alors on peut faire 
indifféremment r==o ou r=m—2, et il y aura deux solutions. 
Cependant s'il s’agit du dernier des nombres P(a)+ p, qui est Q(a), 
il faudra prendre r=m—2, et il n’y aura qu'une solution, parce 
quen faisant r= 0, on aurait b= d— 2, nombre qui n’est pas com- 


pris dans la suite c, c—4,..... d. 
2° P(a) + p ou P +p étant un nombre quelconque pris dans la 
suite P, P+1,P+2.......Q, puisquon peut toujours supposer 


: P+ p= (a—b) + 6+-r, si on substitue dans cette expression 
les valeurs de a et 6 données par les équations (1), on aura 
P+p=. 2—s+tl—t4+u—u+v—v)4+r 
: 
“biS sb Ce a. 


Done si on désigne en général par .pol., le polygone de l’ordre 
m +2, dont le cote est x, on aura 


P + p=pol.s + pol.t + pol.u+ pol.v + rpol.1; 


cest-a-dire que lenombre P + p sera composé de quatre polygones 
dont les cdtés sont s,t,u,v, et de r polygones égaux a lunité; 
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donc comme r est <m—2 ou tout au plus =m— a2, il s‘ensuit 
que le nombre P + p sera composé de m + 2 polygones de l’ordre 
m +2, dont m— 2 sont égaux indifféremment a zéro ou a l’uniteé. 


(637) Tuéoréme III. « Lorsque a= 121, la plus grande valeur 
« de dest 21, et alors ona P(a)=~(a—b)+b=50m +21, nom- 


« bre qui, suivant la proposition précédente , est lasomme de quatre 
« polygones de lordre m + 2. 

« Cela pose, je dis que toutnombre entier plus grand que50m +21, 
« est lasomme de m + 2 polygones de l’ordre m+ 2, dont m— 2 
« seront égaux a zéro ou a unite, » 

En effet , soit aun nombre impair quelconque plus grand que 121, 
il existera toujours, suivant le théoréme I, deux nombres impairs 
consécutifs c , ¢ — 2, compris entre les limites fa et)(3a—2)—1, 
et il suit du théoréme précédent que si l’on fait 


P(a)==(a—c) +e, 
Q(aj=s(a—c+ 2)+c—-2+m—32, 


tous les nombres entiers compris depuis P (a) jusqu’a Q (a) inclu- 
sivement, seront la somme de m + 2 polygones de l’ordre m + 2. 

Considérons maintenant Je nombre P(a-+ 2), et soit c’ le plus 
grand nombre impair compris dans |“(44-+-8), comme c est le plus 
grand nombre impair compris dans (4a; il faut distinguer deux 
cas, selon qu’on a c’=c, ou c’=c + 2; car il est évident qu'on ne 
peut faire aucune autre supposition sur la valeur de c’. 


(638) Silona c’=c, il suffira de mettre a+ 2 aulieude a, dans 
l’expression de P(a), et on aura 


P(a+ 2)=—(a+2—C) +c; 


comparant cette valeur avec celle de Q(a), on en tre 


P(a+2)=Q(a)—m-+ 4. 
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Or la moindre valeur de m étant 3, on voit que lenombre P (a + 2) 
ne surpasse Q(a) que dans le seul cas de m== 3, oul’ona P(a + 2) 
—=Q (a) + t. Dans tout autre cas, P(a + 2) est compris dans la suite 
P(a), P(a) +1, P(a)+2,..... Q (a). 

Mais on a vu que tous les nombres de cette suite sont.composés 
de m+ 2 polygones de l’ordre m + 2, et dans le cas ou le terme 
P(a + 2) sortirait de cette suite, pour y ajouter le terme suivant 
Q(a) + 1, ce terme serait composé de quatre polygones seulement; 
donc tous les nombres entiers compris depuis P (a) jusqu’a P (a+ 2) 
inclusivement, sont composés de m +- 2. polygones de l’ordre m + 2. 


(639) En second lieu, soit c’==c + 2, on aura 
, x 
P(a+2)= T(a—c)+c+2, 


et par conséquent P(a + 2)==P(a)+ 2=Q(a)— 2(m—3). De Ja 
on voit que P (a + 2) est toujours plus petit que Q (a) , excepté dans 
le seul cas de m= 3, ot l’on a P(a+2)=Q (a); donc tous les nom- 
bres entiers compris depuis P (a) jusqu’a P(a + 2) inclusivement, 
sont décomposables en m+ 2 polygones de l’ordre m + 2. 

(640) Si on observe maintenant que dans Je premier cas on a 
P(a+2)=P(a) +m, et dans le second P (a+ 2)—P(a) + 2; on 
pourra en conclure qu’acompter d’un nombre donné a tel que a=121, 
la suite P (a), P(a+2), P(a+4), etc., formée en augmentant toujours 
a de deux unités, s’étend a Vinfini. Done tous les nombres entiers 
compris depuis P(121), ou 50+ 21 jusqu’a l’infini, sont décom- 
posables en m + 2 polygones de l’ordre m + 2. 

IL reste 4 démontrer que tous les nombres inférieurs 4 50m + 21, 
jouissent de Ja méme propriété; c'est objet dela proposition sui- 
vante, qui complete Ja démonstration générale du théoreme de 
Fermat. 


(641) THtoréme IV. « Tout nombre entier plus petit que P(1a1), 
« ou 50m + 21, est lasomme de m+ 2 polygones de l'ordre m+ 2, 
« dont m— 2 sont égaux a zéro ou a l'unité. » 
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Soit d’abord 4 = 5;-0n voit par Je tableau du n° 634 que 3 est la 
seule valeur correspondante de }; faisant donc c—=d==3, les for- 
mules du n° 636 donneront 


1 ay ae is 
Ofssan 


Au-dessous de P(5), on a les nombres 1,2, 3...m-+ 2, qui sont 
composés d’autant de polygones égaux a 1 qu’ils contiennent d’uni- 
tés ; ainsi le théoréme est vrai a leur égard , on voit que méme que 
le dernier de ces nombres m + 2 est exprimé par un seul polygone, 
savoir, pol, 2. 

Les nombres de P(5) a Q(5) sont composés comme !’énonce le 
théoréme, puisque cette propriété a lieu en général pour tous les 
nombres de P(a) a Q(a). Ainsi le théoréme est vérifié jusqu’au nom- 
bre Q(5)=2m-+ 1. 

Soit maintenant a=7,on aura, par la table du n° 634, c=d=5, 


ce qui donne 
Piy)= an +5, 
Q(7)=2m +3. 


Comme la moindre valeur de m est 3, on voit que P(7) ne surpasse 
Q (5) que dans le seul cas ou m=3, et alors on a P(7)=Q(5)+ 1. 
Donc la propriété générale est vérifi¢e par tous les nombres depuis 
I jusqu’a Q(7)=2m-+-.3. 

On pourrait continuer ainsi l’examen des cas particuliers jusqu’a 
P(121); mais nous nous bornerons a un petit nombre de cas gé- 
néraux qui renferment la solution de tous les cas particuliers. Il 
s'agit en général d’examiner si tous les nombres compris de P (a) 
a P(a + 2) satisfont au théoréme, on s'il y a exception pour quel- 
ques-uns de ces nombres. 


(642) Premier cas. Supposons que pour le nombre a il y ait deux 
valeurs correspondantes de 0, savoir c et c— 2, et que pour a +2 
il y ait une ou plusieurs valeurs de 4, dont la plus grande soit c, 
on trouvera, comme dans l'article 638, que tous les nombres de P(a) 
a P(a+ 2) satisfont au théoréme. 
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Second cas. Supposons que c et c—2 étant les deux valeurs deb 
correspondantes au nombre a, on ait c+ 2 pour la plus grande 
ou la seule valeur de & correspondante au nombre a + 2; on trou- 
vera encore, comme dans le n° 639, que tous les nombres de P (a) 
aA P(a + 2) satisfont au théoreme. 

Troisiéme cas. Supposons que b n’ait que la seule valeur ¢ cor- 
respondante au nombre a, et que pour a@ + 2 on ait une ou plu- 
sieurs valeurs de 6, dont la plus grande soit c + 2, on aura, dans 
ce cas, 

P(a)==(a—c) +, 


Q(a@)=F(a—0) +e+m—a, 
P(a+2)=—(a—c)+ C+2. 


De la on voit que P(a + 2) ne peut surpasser Q(a) que dans le seul : 
cas de m==3; qualors on a P(a-+ 2)==Q(a) + 13; que dans tous 
les autres cas P(a + 2) sera plus petit que Q(a), ou tout au plus 
égal a Q(a), et qu’ainsi tous les nombres de P (a) 4 P(a + 2) satis- 
font au théoreme. 

Quatrieme cas. Supposons enfin que relativement a a on ait la 
seule valeur b==c, et relativement a a 4-2, une ou deux valeurs 
de 6, dont la plus grande soit c, alors on a 


P(a)=~(a—c) + ¢, 
Q(a)==(a—c) + c+ m— 2, 
P(a+ 2)=“(a + 2—c) +c. 


On voit dans ce cas quil y a une lacune entre Q(a) et P(a+ 2), 
car on a P(a@’+ 2)=—Q(a) + 2, et l’intermédiaire qui manque est 
(Q(a) + 1. Ainsi, sauf cette exception , le théoréme démontré jusqu’a 
P(a), le sera jusqu’a P(a + 2), 


(643) Il suffit maintenant de jeter un coup-d’ceil sur le tableau du 
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n° 634, pour trouver quels sont les nombres Q(a)+ 1 qui tomberont 
dans|'exception du quatriéme eas. Ces nombres se réduisent a quatre, 
savoir : 

Q(7)+1= am+ 4, 

Q(15)+1= 5m+ 6, 

Q(23)+1= 8m+ 8, 

Q(37) + 1=14m+10; 


or l'expression générale de pol. x (art. 632) donne 


pol.2==- m+a, 
pol.8= 3m-+3, 
pol.4= 6m+4, 
pol.5=10m-+5, 


et par le moyen de ces polygones on pourra exprimer les quatre 
nombres précédents comme il suit : 


2m-+-4=apol.2, 

5m-+ 6=4pol.2+(m—2)pol.1, 
8m+ 8= pol.4+2pol.a, 
14m+10= pol.5 + pol.3 + pol.a. 


Un seul cas, celui de 5m-+ 6, exige m-+ 2 polygones; les trois 
autres n’en exigent que deux ou trois. Donc les exceptions rentrent 
dans la proposition générale ; donc, tout nombre entier est la somme 
de m+ 2 polygones de V’ordre m+- 2, dont m—2 seront égaux & 
zéro ou a Vunité. 

(644) La démonstration que nous venons de donner du théoréme 
de Fermat, ne suppose connue que la démonstration du premier cas 
de ce théoréme, concernant les nombres triangulaires. Or cette pro- 
position fait partie de la théorie générale des formes trinaires des 
nombres , exposée dans la troisiéme partie. Nous avons d’ailleurs 
prouvé (n° 157), qu’en supposant ce premier cas démontre, on en 
déduit immédiatement que tout nombre entier est la somme de 
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quatre carrés , ce quiest le second cas du théoréme de Fermat. Ainsi 
_du premier cas on déduit tous les autres. 

Comme on ne peut guére douter que Fermat nait été réellement 
en possession de la démonstration générale de son théoréme sur les 
nombres polygones, il est & croire que cette démonstration était 
totalement différente de celle que nous venons d’exposer. En effet, 
il parait d’abord que Fermat n’avait aucune connaissance de la 
théorie des formes trinaires des nombres , excepté dans le cas des 
nombres 8x +3, qui revient au premier cas de son théoréme, mais 
dont il ne fait pas mention, et dans le cas des nombres premiers 
S$n—1, quil assure étre de la forme p’+- q°+ 27’, dont le double 
est la somme de trois carrés. Si Fermat eit connu la théorie dont 
il sagit , il n’aurait pas restreint cette derniére propriété aux nom- 
bres premiers 82n— 1, puisqu’elle s’étend généralement a tous les 
nombres impairs. En second lieu, si la démonstration de Fermat 
eut été la méme que la précédente, ou fondée sur les mémes prin- 
cipes, il n’aurait pas manqué d’ajouter au théoréme la condition qui 
lui donne plus de précision et d’élégance, savoir, que sur les m+ 2 
polygones de l’ordre m + 2 qui composent un nombre donné, il y 
en a toujours m— 2 qu'on peut supposer égaux a zero ou a J'unite. 

M. Cauchy a donc fait une découverte importante dans la théorie 
des nombres, en donnant le premier la démonstration du théoréme 
de ¥ermat, devenu plus précis par la condition qu'il y a ajoutée. Mais 
on peut aller encore plus loin en démontrant que, passé une certaine 
limite facile a assigner pour chaque ordre de polygones, tout nombre 
donné peut étre décompose en quatre polygones ou en cing au plus. 
Cette nouvelle proposition fera l'objet des recherches suivantes. 


(645) Supposons que le nombre donné A soit décomposable en 
quatre polygones de l’ordre m +2, il faudra faire 


Wt 
A = a (a — b) + b ) 
et déterminer les nombres a et 6 de maniere qu'on puisse résoudre 
en nombres entiers positifs les équations 
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(1) Q=S+0 ++", 
b==s+t+u+r; 
or il sera possible de satisfaire 4 ces équations, si a et b sont de méme 
espéce, si est compris entre les limites 1“ (4a) et -(3a—2)—1, 
enfin si a est impair ou double d’un impair. Il y aurait d’autres va- - 
leurs de a et de 6 qui permettraient d’effectuer la résolution des 
équations (1); mais il suffira de considérer celles dont nous venons 
de faire mention. 
(646) Si l’on fait successivement b=|“4 a et b=// (3a—2)—1, 
on trouvera que les limites de 6 correspondantes au nombre donne 


A, sont 
path / [BA (MEH) 
ae ee 
et si on suppose que A est un grand nombre, on aura a peu pres 
VAM RW pe 


Connaissant les diverses valeurs de & par ces limites, on connaitra: 


a par l’équation a=6 + =(A — 6); etcomme a — 6 doit étre pair, 


il s’ensuit que est un entier. Soit cet entier —=.2, on aura 


b= A—mz,. 


(2) 


a=b+a22. 
Cela posé, on peut démontrer les propositions suivantes. 


(647) Tutorkme V. « m étant un nombre impair, si A est un 
«nombre donné quelconque > 28m’, je dis que A sera décompo- 
« sable en quatre polygones de Fordre m + 2. » 

Les limites de 4 étant connues , on connaitra celles de x par l’équa- 


. ey, . a . . . 
tion eA. Supposons que la différence des limites de’ soit 


égale 4 2m ou plus grande que 2m, alors la différence des limites 
de x sera égale a 2 ou plus grande que 2; donc x aura au moins deux 
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valeurs consécutives h, h + 1; et puisque m est impair, les deux va- 
leurs correspondantes de 6 , tirées de Péquation 6 = A— m2, seront 
l'une paire autre impaire. En prenant la valeur impaire, le nombre 
a sera aussi impair, puisqu’on a a==b + 2x; on pourra donc ré- 
soudre les équations (1). Done pour que le nombre A soit décom- 
posable en quatre polygones de l’ordre m+ 2, il suffit qu’on ait 


ae am, ouA>m (“8+ 6)’, ou plus simplement 


A> 28m’; ce qui s’accorde avec l’énoncé du théoréme. 

On voit que ce théoréme est d’une grande généralité, puisqu’il 
s'applique a tous les nombres plus grands que la limite 28m’, et 
quil suppose seulement que l’ordre des polygones, désigné par 
m-+- 2, est impair. 


(648) TuKoréme VI. « m étant pair, tout nombre impair A>7m’, 
« sera décomposable en quatre polygones de l’ordre m + 2; et tout 
« nombre pair A + 1> 7m’ sera décomposable en cing polygones 
« dont un sera égal a lunité. » 

En effet, si A est impair et 7 pair, il résulte immédiatement des 
équations (2) que et a sont des nombres impairs, quel que soit x; 
, ainsi la solution sera toujours possible s'il y a une valeur de 2 com- 
prise entre les limites requises , c’est-a-dire si les limites de d different 
entre elles d’une quantité plus grande que m. On devra donc avoir 


Vv ()-V (S)> m,ce qui donne A> 7m’. 


Quant a la seconde partie du théoréme, elle suit immédiatement 
de la premiére, puisqu’en retranchant 1 du nombre pair donné, 
on aun nombre impair qui est décomposable en quatre polygones 
de lordre m + 2. 


(649) Tutoreme VI. « Si m est pairement pair ou de la forme 
«An, tout nombre pair A> 28m’ sera décomposable en quatre 
« polygones de lordre m +- 2. » 

Car puisqu’on a a= A—(m + 2)x, sil ya deux valeursz=h, 
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v=h-+-1, comprises entre les limites qui conviennent a x, ou si 
J 
Yon a A> 28m’, et qu'on appelle a, a’, les deux valeurs correspoi- 
dantes de a, on aura a—a =m—2=—4n—2; done des deux 


/ * . . . . 
nombres a, a’, il y enaura un impairement pair, et la solution sera 


possible. 


(650) Tukorime VILL. « Sim est impairement pair ou de la forme 
« 4n+-2, tout nombre impairement pair A >7m’ sera décompo- 
« sable en quatre polygones de l’ordre m +- 2. » 

Car puisqu’on a a= A—(m—2) x, et quem—2est de la forme 
4n, le nombre a sera impairement pair, quel que soit x. II suffit 
donc que «x ait une valeur, c’est-a-dire qu’on ait A >> 7m’, et la so- 
lution sera toujours possible. . 

Au moyen de ces propositions, il est démontré que tout nombre A 
qui passe une certaine limite , est décomposable en quatre polygones 
de l’ordre m + 2, excepté seulement le cas ou m + 2 et A seraient 
l'un et l’autre divisibles par 4. Or ce cas méme peut étre réduit a 
la moitié de son étendue par la proposition suivante. 


(651) Tutoréme IX. « Si m est impairement pair, ou de la forme 
« 4m +2, tout nombre pairement pair 4 A’>28 m’ sera décompo- 
« sable en quatre polygones de l’ordre m + 2, pourvu que A’— 7’ 
« soit impair. » 

Car puisqu’on a a=4A'—4m'ax et b=4A’—22, si lon fait 
+a=d etib=0', la résolution des équations (1) pourra étre donnée 
par celles des mémes équations ow l’on mettrait a’ et 5’ a la place de 
a et 6; alors on aurait 


a=A' —m 2, 


b' =-2a'— aX. 


Or puisqu’on suppose A’— 7’ impair, si on a une valeur impaire 

de x, les nombres a’ et ’ seront impairs, et on pourra résoudre 

les équations (1). I] suffit donc pour cela que tes limites de x diffe- 
Il. 23 
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rent entre elles de deux unités au moins, ce qui aura lieu si on a 
4K A’> 28m’. 

fl est inutile de pousser plus loin ces recherches , puisque s'il existe 
des cas o& un nombre pairement pair qui surpasse la limite 28m’, 
ou telle autre qu’on pourrait assigner, n’est pas décomposable en 
quatre polygones, on est stir que ce méme nombre sera décomposable 
en cing polygones dont l'un sera égal a l’unité. Nous allons faire voir 
maintenant, par un exemple, comment on peut déterminer direc- 
tement les polygones dont se compose un nombre donné quelconque. 


(652) Soit proposé de décomposer le nombre 6484 en huit ou en 
um moindre nombre d’octogones. 

Il faut , d’apres le theoréme général , que A —r soit décomposable 
en quatre octogones , A étant le nombre proposé 6484, et r étant égal 
a lun des nombres 0, 1,2,3,4. Or dans le cas de m6, les limites 
de 6 sont, suivant les formules de l'art. 646, 


b>V(A—r—3), B< 44 [L(A—7) +34] 


On satisfera toujours a ces limites, en faisant dans la premiere ro, 
et dans Ja seconde r=4, ce qui donnera 


b>V61, b<t+lp (86412). 
Ainsi on pourra prendre pour 6 un terme quelconque de la suite 
Obed AG om aware. 94- 
Pourdéterminer x, on al’équation yA 1080— (4, 


ars i b+ r— eee , sds 
dot il résulte que 5 4 doit étre un entier; ainsi le nombre 6 


devra étre de l'une des formes 67 +0,1,2,3,4, auxquelles répon- 
dent les valeurs r= 4,3, 2, 1, 0. Cela posé, en se conformant aux 
limites trouvées, on aura les valeurs de 4 et r, ensuite celles de x 
et a@, comme il suit: 
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O=81, r==1, “x= 1067, ‘a==2015, 
6b=82, r=o0, x==1067, a==pai6, 
b=84, r=4, x=1066, a—2216, 
6=85, r=3, x=1066, az=2217, 
6=86, r=2, r=1066, a=2218, 


S07, F-11000. == 9210, 
b=88, r=o0, x=1066, a=—2220, 
b=90, P71" Tea tOuy, a= 2220, 
B21. rate £1005, aS2221, 


62202; r= 2, Ga 100). == 2222, 
b2= 630, r==T, #21009, @==9995), 
G0, 08 00, 990, 


De la se déduisent plusieurs solutions du probleme propose. 

1° Les trois valeurs impaires de a et 6 auxquelles correspond la 
valeur r==1, donneront trois solutions dont Je résultat est que Ie 
nombre proposé 6484 se forme de quatre octogones et d’un cin- 
quieme égal a lunite. 

2° Les deux valeurs impaires de a et b auxquelles répond la va- 
leur r==3, donneront deux solutions par lesquelles le nombre pro- 
pose se décompose en sept octogones , dont trois sont égaux alunite. 

3° Les deux valeurs impairement paires de @ qui correspondent a 
la valeur r= 2, donneront deux solutions par lesquelles le nombre 
proposé se décompose en six octogones dont deux sont égaux a 
Punite. 

4’ Les deux valeurs pairement paires de @ auxquelles répond la 
valeur r= 4, sont encore admissibles, parce que le nombre a— 50’ 
qui en résulte, peut étre décomposé en trois carrés. On obtient par 
la deux autres décompositions du nombre donne en hiuit ectogones, 
dont quatre sont égaux a Punite. 

5° Enfin si on voulait déduire trois autres solutions des valeurs 
de a et b qui correspondent a la valeur r==0, on trouyerait que 
ces solutions ne peuvent avoir lieu, parce que dans ces trois cas le 
nombre a— +0’ se rapporte a la forme 44(82— 1), qui west point 

25. 
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décomposable en trois carrés. Nous conclurons de 1a qu'il n’est pas 
possible de décomposer le nombre donné 6484 en quatre octogo- 
nes seulement, au moins tant qu’on prend 6 supérieur a la limite 
(3 a— 2) —1. Mais il peut arriver qu’en prenant des valeurs de } 
inférieures 4 cette limite, on trouve des solutions admissibles. 

En effet, les valeurs de & qui répondent a r=o, étant 94, 88 et 
82, celle qui suit immédiatement est b= 76; cette valeur donne 
(== 2212, et a—+b*? = 768 = 4'.3, nombre qui est décomposable 
en trois carrés. On trouve ensuite , par les formules de l'art. 628, que 
l'une des solutions est admissible, puisqu’elle donne s = 43, tu 
= »v=11; donc le nombre propose 6484 est égal a la somme des 
quatre octogones dont les cotés sont 43, 11, 11, II. 

On remarquera que le nombre 6484 > 28m’ a été choisi de ma- 
niere qu il ne soit pas compris dans le théoreme IX , et cependant 
il se trouve décomposable en quatre octogones seulement. 
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§ JH. De l’équation x? +- y+z=0. 


(653) N OUS supposerons qu'il existe trois nombres entiers «x, y;, z, 
positifs ou négatifs , qui satisfont 4 ’équation x’ + 7 + z= 0, avec 
la condition que ces trois nombres soient premiers entre eux , deux 
étant impairs et le troisiéme pair ; nous verrons quelles consequences 
résultent de cette supposition. Notre démonstration sera divisée en 
trois parties. 


I". L’un des nombres x,y,z, doit étre divisible par 3. 


En effet, tout nombre non-divisible par 3, positif ou négatif, est de 
la forme 3m = 1, et son cube 27m? + 27m? + gmt est de la 
forme 97-41. Si donc aucun des nombres x, y, z, n’était divisible 
par 3, la somme de leurs cubes a’ + 7’ + z’ devrait étre de l'une 
des quatre formes gn £1, gn = 3, et ne pourrait par conséquent 
se réduire a zéro. Done l'un des nombres x, y, z, est nécessaire- 
ment divisible par 3. 


II. Celle des indéterminées qui est paire, est en méme temps 


divisible par 3. 


Désignons par z l’indéterminée divisible par 2, et soit z= — 2”u, 
u étant un nombre impair, de sorte qu’on ait !’équation 


Ef eh 


je dis que w devra étre divisible par 3. 

En effet supposons, s'il est possible, que uw ne soit pas divisible 
par 3; le premier membre x’ + y’ est le produit de deux facteurs 
xa+y et(«+y)'—3ay qui ne peuvent avoir que 3 pour commun 
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diviseur ; et puisque 3 ne divise pas le second membre 2°" w’, il s’en- 
suit que ces deux facteurs sont premiers entre eux. Leur produit 
doit étre un cube, il faut done que chacun d’eux soit un cube; si 
l’on observe d’ailleurs que «*— xy +7 est toujours un nombre 
impair, on en conclura que 2°” doit étre facteur de x + y; ainsi on 
devra faire 

Cy 
V— LY HS =O, 


ce qui suppose w==«6, 6 étant positif et premier a a. 
Maintenant si l’on met la seconde équation sous cette forme 


=H ee) 

6 = 2 +3 2 ? 
on voit que le second membre étant de la forme p* + 3g’; son di- 
viseur 6, qui est un nombre impair, devra étre de la méme forme. 
Faisant donc 6==f? + 3g’, ensuite (f+ gV— 3S = F+GyY—3, 
ce qui donne 


Fe 98) 

Fiaetet fend AE 
on aura 6’=F*+ 3G’; de sorte qu'on satisfera généralement a 
léquation précédente en faisant 


eres ) = ; 


2) 2 
ce qui donnera 
Oa) gtd BO) Bee ce 
¥=f? — 3h g—gfeg* + 3g’. 


Or z étant supposé non-divisible par 3, il faudra que l'un des nom- 
bres x, y, soit divisible, ce qui exige que / soit aussi divisible par 3. 
Mais alors les deux nombres « et y seraient divisibles par 3, ainsi 
que le troisiéme z, ce qui est contre la supposition. 

Done l'indéterminée z divisible par 2 doit l’étre aussi par 3, et 
on doit faire en général z = -—2"3"u, wu étant premier au nom- 
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bre 6; de sorte que ’équation proposée sera toujours de la forme 
3 +y a 9°" 35 Th 


Mle. L’équation x? + Vesa ote impossible. 


Car supposons pour un moment quelle puisse étre satisfaite , 
sans que l'une des indéterminées soit z¢ro, les deux facteurs du 
premier membre , savoir # + y et «*-—a2y + y’, ont pour commun 
diviseur 3 et non une puissance plus élevée de 3, puisque 3 ne peut 
pas diviser xy; ailleurs le second facteur est impair; ainsi Péqua- 
tion dont ils'agit se partagera nécessairement en deux autres comme 
il suit : 

xv +y= 53” poner a: 
v—xry + y = 36, 


et on aura en méme temps u—=aé. 
Ia seconde de ces équations peut étre mise sous la forme : 


> — (=2)’ ar 3 (2), 
Wow il suit que € est encore de la forme p+ 3¢. Faisant done 


comme ci-dessus 6 =/? +- 3g” et =] + 3G’, on aura lequation 
(= Keo! (2)= F’ + 3G’, a laquelle on satisfait générale- 


t— r+ = ae 
ment en prenant a Le aot G. Cette derniere donne, en 


faisant les substitutions, 
3m—r1 Q3n—3 3 "2 
Dah Beni mad OY ree TM 8 


Dans cette équation ot /*—g" est impair, puisque /* + 3g” lest, 
il faut que g soit divisible par 2°"~'; soit done g— 2°" A, f+ g=B, 
S—g=C, on aura (3"*~' «)* =A BC. Maintenant puisque le produit 
A BC est un cube et que les facteurs A, B, C sont premiers entre 
eux , il fant que chacun de ces facteurs soit un cube; ainsi on devra 
faire A=2', B= p?, C=v’, ce qui donnera f+ g=p.,f/—s=’, 
g—=23"—")}, et en méme temps 4p.v= 3" « On tire de 1a l’équation 
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pe —v=o=2¢= 29’, semblable a la proposée, ou il faut observer 
que l'un des trois nombres }, »., v, doit contenir le facteur 3"~*. Or, 
d’aprés ce qui a été démontré dans la seconde partie, le terme 2”) 
déja divisible par 2, est nécessairement aussi divisible par 3; donc 
il faut faire »==3"-"6, ce qui donnera 


w—v — Ey by los te 6). 


Ainsi de l’équation 7° + y’ = (2”3" uw)’, ou l'une des indétermineées est 
divisible par 3", on déduit une équation semblable ow l’indéter- 
minée correspondante est divisible par 3"~'. Continuant done ces 
transformations autant de fois quil y a d’unités dans 7, on par- 
viendra a une derniere transformée x? + y”?==z” dans laquelle 
aucun des nombres 2’, y’, z’ ne serait divisible par 3. Cette équa- 
tion est impossible en vertu dela premiere partie; donc l’équation 
proposée x’ + y’ + z’=0 est pareillement impossible. 


SIXIEME PARTIE. 361 


§ IV. De Véquation x’ + y' + 2=0. 


(654) 1. est facile de prouver que l'une des indéterminées doit étre 
divisible par 5, et méme par 25; soit x cette indéterminée, on en 
conclura que l’équation »* + 2°=—w* se partage nécessairement 
en deux autres de cette maniere : 


yrrebie, 
Fee) oe 2 ekg (a) 
ce qui suppose a==-—5tr, r étant un nombre impair, positif et 


premier a 5¢. 
Cela posé, il y a deux cas a distinguer selon que x sera pair ou 
impair. 


Premier cas, ou lon suppose x pair. 


(655) Alors ¢ est pair, y et z sont impairs et la seconde des équa- 
tions (a) pourra se mettre sous la forme 


(ce +27 aa (CS eee abr’. 


Divisant par 5 et mettant au lieu de y* + 2yz +2’ sa valeur 5°t”, 
on aura 
2 2 7 #IO0O\N 9 
(Cay —5(Syer 
2 2 


Dans notre hypothése, les nombres :(y* + 2°) et +.57¢° sont des 
entiers; d’ailleurs puisque le premier membre est de la forme 
p’—5q’, son diviseur r devra étre de la méme forme, de sorte qu’on 


pourra supposer r==/?— 5g”, puis faisant (/+g)5)'==F +GV5, 
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ce qui donne 
F=f(f'+ 5of?g? + 125¢'), 
G=5g(fi + 10f"g +58"); 


on aura r’= F?— 5G’, et par conséquent 


(7*)— 5 ()=F—56. 


Pour avoir une solution générale de cette équation, il faut prendre 
deux nombres m et 7, tels qu’on ait (g= AV 5)k==m+np5, k 
étant un entier queleconque, ces nombres satisferont en géneral a 
léquation m’ — 5n’?=1, et on pourra supposer 


noe : z" +25 = (F4+ G5) (m+ nd), 


ce qui donnera 


L(y +2)= mF + 5nG,; 
+. 57° = mG+ nF. 


(656) Ces formules contiennent une infinité de solutions, puis- 
quwon peut prendre pour 4 un entier quelconque; mais ces solutions 
en nombre infini, ne sont susceptibles que de cing formes différentes. 

En effet, quel que soit l’exposant 4, il sera toujours de l'une des 
cing formes 52, 5¢-+ 1, 5¢-E 2. Mais j’observe que la partie indé- 
terminée 57 peut étre supprimée comme étant comprise dans I’ex- 
pression der’. Car on peut faire (f+ 5) (9g £45! =f' +015, 
et on aura de nouveau r= /f” — 5g”, de sorte qu'il suffira de mettre 

J et g’ ala place de fet g dans les valeurs de F et G. Il ne reste 
donc aconsidérer que les cing valeurs k =o, +1, + 2, auxquelles 
répondent les valeurs de m et m, comme il suit : 


Riv Paar Oey kU ig 
SO, aha oko 


(657) Nous observerons encore que dans l’équation....... ; 
7. 57t°—=mG-+ nF, ou Gest toujours divisible par 5, le terme nF 
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ne peut étre divisible par 5 qu’autant que n le sera : car 7 étant pre- 
mier a 5¢, et sa valeur étant /*—5¢*, fne peut étre divisible par 
5, ni par conséquent F. Donc des cinq valeurs de n on ne peut ad- 
mettre que la valeur n=o qui répond A m=1, ce qui donnera 
pour seule solution admissible 


0° = Gabe (fl + io fts + be"), 
eer F210 feb 2). 


Dans cette équation, les deux facteurs du second membre sont pre- 
miers entre eux, et il faut supposer g pair; car si g était impair, 
f devrait étre pair, et le second membre de notre équation serait 
impair, tandis que le premier est divisible par 2°, puisque ¢ est 
pair. On en conclura que l’équation précédente ne peut se partager 
en deux autres que de la maniére suivante qui suppose t=2r’, 


wie win 


ou 


Ee Sy ame 
Jit iof?g? + dgt=r'’. 
Dans la seconde équation, le premier membre peut se mettre sous 
la forme (/? + 5g*)?>—5 (27); done son diviseur r' doit étre de 
la forme p*>—5q’; il en est de méme de r”, et on pourra par con- 


séquent faire r?=f?— 5g”, ce qui donnera r’°== F?— 5G", F’ 
et G’ étant des fonctions semblables a F et G; on aura done l’equa- 
tion 


(fi+ 5g — Sag =F? — 5G", 


dans laquelle 2 ¢*= 5". 2"°u**, et on trouvera comme ci-dessus que 
la seule solution admissible est 


5 ure’ (fs + 10 fg? + 5g"). 


Faisant encore u—=u' r”,r” étant premier a tow’, cette équation ne 
pourra se partager en deux autres que de cette maniere 


Pees Rr 29 u*° i 


Jiwilol ts +o epi (r 
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(658) Nous retombons ainsi sur des équations qui sont toujours 
de méme forme et dont la série peut’ se continuer a l’infini. 

Or ayant fait successivement x==-— 5tr, t=2ur’,u=ur", 
“bei Peto Als énsuit ‘quest a's ao ori ar es 
etc.; de sorte que le nombre des facteurs r augmente continuelle- 
ment dans l’expression de t. Chacun de ces facteurs déterminé par 
une équation de la forme r°"=/' + 10/? g’ + 5g‘, ou. f et g sont 
des nombres toujours croissans, puisqu’on a g' == +(2¢"),f? > 5g”, 
est certainement plus grand que 1, et ne peut comme nombre en- 
tier, étre moindre que 2. Donc en supposant méme que la suite w, 
u’, uv’, etc., eit pour limite 1, la valeur de t composée d’un nombre 
indéfini de facteurs 2,7’, r”, r’”, etc., quine peuvent étre moindres 
que 2, surpassera bientot toute quantité donnée, ce qui ne peut 
saccorder avec la supposition faite que les valeurs primitives de 
x, ¥,2, sont données en nombres finis. Donec l’équation proposée 
est impossible, dans le premier cas ou l’on suppose que l'une des 
indéterminées est divisible a la fois par 2 et par 5. 


Second cas, ou l’on suppose x unpair. 


(659) Alors les deux indéterminées y et z seront l'une paire, 
l'autre impaire, et la seconde des équations (a) pourra se mettre 
sous la forme 

ere sue ates) cae aa 


ou l’on voit que +z sera toujours un nombre entier, et que. . 
y—+yvz+2 doit étre divisible par 5; en effet on ay*—tyz+2 
=(y +2) —5(Fyz)=5't" —5 (fz). L’équation précédente peut 
donc s’écrire ainsi : 


E ais E Mieeh 88 leroy a nee, 
(G2) —5( 5 ) waaiiie\ iutae 
et puisque le nombre impair 7 est diviseur d’un nombre de la forme 


p’—5q’, ou p et g sont premiers entre eux, il sera lui-méme de 
cette forme; il cn est de méme de —r ; car on sait que tout nombre 
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de la forme p*—5q* est en méme temps de !a forme 5a*—38’; 
nous pouvons donc supposer —r=f?— 5g", et faisant comme 
ci-dessus (f+ g)5)' == F+ G5, nous aurons —r’=F* — 5G", 
et l’équation a résoudre sera 


(ty2z) —5 (HSE YP 5G. 


Supposant de nouveau m + n)“5=(g+ 4’ 5), la résolution gé- 
nérale de cette équation s’obtiendra en faisant 


bys +2 ste 5 =(F+GV5) (m+ nV5), 


ce qui donne 
syz=mF+5nG, 
(yp —iyet+ 2)=mG+nF. 


On tire de ces deux équations ¢(¥ + z)’ = (m+ n)F+ (m+ 5n)G, 
ou 
57t°== (m+ n)F+(m+5n)G. 


(660) Puisque G est toujours divisible par 5 et que F ne l’est pas, 
cette équation ne peut subsister 4 moins que m + 7 ne soit divisible 
par 5. Or d’aprés les cing valeurs de m et n rapportées ci-dessus , 
on trouve que cettc condition ne peut étre remplie qu’en supposant 
m=9g,n=—4, ce qui donnera 


Ste — 5 F— 1G, 
ou en divisant par 5 et substituant les valeurs de F et de G, 
itv f4 (f—11¢) + 10f*g'(bf—i1g) + 5e(25f— 11g). 


On voit par cette équation que f/—g doit étre divisible par 5; soit 
done f=g+h, h étant un nombre divisible par 5, et on aura 
S+eV 5=h+e(1+5), de sorte qu’on pourra faire directe- 


ment 
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F+Gy5=[h+g0+V5)} 
hi 4 5hig(1 +5) + 20h 2*(3 +5) 
+ 80h' 2° (2 +15) + fohg' (7 + 35) 
+ 16¢°(t1 +55). 


On déduit de la les valeurs séparées de F et G, mais comme nous 
n’avons besoin que de la quantité F—-++G, nous pourrons, dans 
rif 


cette équation, mettre — a la place de 15, ce qui donnera 


F—{G=h(hi—6h’g + 16h’ g’— 16hg’ + 162"), 
et par conséquent 
«Bee h(hi—b6hig + 16’ g’— 16hg’ + 162"). 
(661) Sachant déja que / est divisible par 5 et que g ne lest pas, 


observant de plus que / doit étre impair , et qu’ainsi les deux facteurs 
du second membre sont premiers entre eux, la seule maniere de 
satisfaire a cette équation est dela partager en deux autres , comme 
il suit : 
h — 5° Tee d 
hi'i— 6h’ g+ 6h g—i16hg’ + 16g!'=r’”, 
ce qui suppose t==ur',r’ étant premier a 5u. 
La seconde équation peut se mettre sous la forme. 
r’==(WV—3gh + 6g") —5(gh—ag’y, 


dou l'on voit que r' doit étre de la forme p* — 5q’; il en est de 
méme de r; on pourra done faire r? == f° -— 5g”, ce qui donnera 
r' == F°-—5G”, et on satisfera généralement a I’équation précé- 
dente en faisant 
VW—3gh+ 6g°=mF'+ 5nG’, 
gh—o2ag¢—nFk’'+ mG’, 
ce qui donne enfin /? ou 


5° uu? = (m + 3n)F' + (3m+ 5n)G’. 
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Puisque G’ est divisible par 5 et que Ef” ne Vest pas, cette équation 
ne peut subsister & moins que m +3 ne soit divisible par 5. Les 
seules valeurs de m et va prendre pour cela sont m= 161, 2 ==—7 2. 
ce qui donnera, en divisant par 5, 


5 = 22 G’— arr FE’, 


ou en substituant les valeurs de F’ et G’, 
uP =f" (1a3e — 11f') + 10f? gg” (1239 — 55) 
+ 5g (193 gf — anh f’). 
(662) Cette equation fait voir que 3¢’—-/" est divisible par 5: 
soit done /’=3g' —h', on aura 
P+ Gy5=[(—f' 4+ 2(3 4+V5)), 
ou en faisant le développement : 
4+ G5 =—h®* 4 5h 2'(3+-15)— 20h? 2? (7 + 35) 
+ 80 hg (9 +415) —holl (dy + 21175) 
+ 162°(123 4+ 555). 


Multiphant tout par —11 et mettant au lien de 1119 la valeur 


fictive —++, on aura ~~ G'-—-111", ou 


2 


5 we Nh (11h — 4ah’g' + 64h? g”? —48h'g? + 168%). 


Maintenant /’ étant divisible par 5 ct g’ ne l’etant pas, cette cqua- 
tion ne peut se partager en deux autres que de cette maniere 
eNO ad fs 
Vag 


rN h’s — 4 A Ve gr" -+- 04 hi? Th a 4 8 Lae ae 16g" =f ss 


5 
ce qui suppose tour evr premiera bu. 
Cette derniére équation peut Ctre mise sous la forme 


qr’ = (8p"— 12g’ 4+ gly —sh', 


d’ou il suit que r” doit étre de la forme p’—5q’; ilen est de meme 


95’ ce qui donnera... . 


de r”, on peut done faire r“=f ie 
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70 = FR”? __ 5G, Soit maintenant 4 ==»? —5y’, » et v étant des 
nombres impairs, on pourra supposer 


8g” _ 12g/h' + oh? + h? 5 =(F"+ GS) (p+ v5), 


ce qui donnera 
ie m G" + vF". 

Mais puisque h’ et G” sont divisibles par 5 et que F” ne lest pas, 
cette équation ne peut subsister a moins que y ne soit divisible par 
5. Et comme on a en général » + vp)“ 5==(3 +5) (m +25), ce 
qui donne »==3m + 5n, v=m-+ 3n, on ne pourra admettre que 
les valeurs m= 161,n=.—72, d’ou résultent p= 123, y= —55, 
de sorte qu’on aura /” ou 


57 * == 193G — 55 FP". 


(663) Nous retombons ainsi sur une équation semblable a l’équa- 
tion déja considérée 5° w= 123 G'— 55 F’; d’ot il suit que les 
mémes transformations pourront étre continuées a l’infini, ce qui 
supposerait infinies les valeurs primitives des indéterminées. 

Car ayant fait successivement «=—5tr, t=ur’,u=u'r’, 
“b=, etc. OO Ba b= Ht ee =e rr  oetc, Ue sore 
que le nombre des facteurs r augmente continuellement dans I’ex- 
pression de ¢, Ces facteurs sont déterminés par des équations qu’on 
peut réduire a la méme forme, savoir r’°=r*+ 5rh*+ 5h‘, 
rl — p's + Br? he + 5h’ etc. , d’ailleurs on ah—5'u", A’ =5"u', 
h” = 5" u'*, etc. , de sorte que la suite h, h’, h”, etc. , est rapidement 
croissante , méme en supposant que les nombres w, uw’, u", etc. , aient 
Yanité pour limite. Done les nombres r, r’, r”, etc., toujours plus 
grands que 1, ne pourront étre moindres que 2, ce qui rendra in- 
finie la valeur de ¢. Done l’équation 2° + 7°+ z’ =o n’admet aucune 
solution en nombres entiers (1). 


(1) On peut voir dans les Mémoires de l’Académie, année 1823, quelques 
autres recherches sur l’¢quation o—=2"-+4-y"*+- 2", n étant un nombre premier 


plus grand que 5. 
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§ V. Théorémes d’analyse suivis de formules nouvelles pour les 


sections angulaires. 


(664) iP aieeve I. n étant un nombre premier quelconque, 2 
excepté, si on fait 2*—y"—=(x«—y)P, P désignant le polynome 

Rs a A a le a ea eae on pourra toujours satisfaire a 
léquation 


CPS Oe nit: 


savoir 4P=—Q*+ nR’, sin est de la forme 4 m+ 3, et4 P=Q’— nR’, 
si n est de la forme 4m + 1. 

Ce théoreme a été démontré ame n° 510; on a fait voir de 
plus quelle est la maniére de déterminer dans les deux cas les valeurs 
des fonctions Q et R; et quoique les formules auxquelles nous ren- 
voyons supposent y= 1, elles s’appliquent sans difficulté a une 
valeur quelconque de y en observant la loi des homogéenes. 


(665) Tukoréme II. Soit x un nombre premier 4m -+ 1; si l'on 
fait (f-+ gn) =F + Gin, ensuite F=/fP,G=ngQ, ce qui 


donne 


n.n— n.n—t.n—2.n—3 
Belt Sf i f'n gf + ete. 


5 #.3.4 
fant, TN 2 yg og | AT N—a.n—3.N—4 ps, 
Ee rues weet AS + ee a ~f aft g'+ etc., 


je dis que les polynomes P et Q peuvent en général se mettre sous 
la forme X*—7Y’, de sorte qu’on pourra faire 


P=A’?—nB?, Q=C’?—nD’, 


A, B,C, D, étant des polynomes en / et g, du degré 2m, dont les 
coefficients sont des entiers. 
i. 24 
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En. effet. si on faitp=f+gVn, q=f—gn, on aura.... 
YPEE 


sae mais en vertu du théoreme I, la fonction 4P peut étre 
Pend. 


mise sous la forme X*—~7 Y’, dans laquelle on aura 


20 ptt fi 2m—2 13 am—3 an a t ; 
Seen Ac Po Sa ae la en re 
| +ag"—pq""+a,pg""+asp' q+ ete. 
Se ace i ame MN eT a cg 
=| + pg + bpge + bp gn + etc. eid 


Et comme en général pq est rationnel, ainsi que p* + q*, k& étant 
un entier quelconque, il s’ensuit que X et Y se réduisent a des po- 
lynomes en / et g, homogénes et du degré 2m; ces polynomes di- 
visés par 2., seront les valeurs de A et B dans l’équation P= A*—7B?. 
On voit en méme temps que la fonction P est composée des deux 
facteurs réels A+ BL‘n, A—B)“n, gui ne contiennent d’autre 
irrationnelle que |“n. | 


On aura semblablement eey oem: mais en faisant p"—g* = 
(p—qQH, le théoréme I donne encore 4H=4nQ=X"—nY", 


et on aura 


yi) BP EP Gap gap g + ete. | 


| OX i pao i ap’ gr a,p q+ ete. | t A, ( PD 
* pg n bp Ch Ope gq ' ete. } 
aaa + b.(—pq)" 
: P Gams t i bg GG pe b; P | ame i etc. { “ul PD b] 


valeurs qui se réduiront de méme a des polynomes rationnels en 
fet g. Mais d’aprés Véquation 4nQ=X"—nY”, il faut que X’ 
soit divisible par 7, faisant donc X'==nZ’, on aura 4Q=nZ?—Y”. 
Enfin nx étant un nombre premier de la forme 4m + 1, la fonction 
(J pourra toujours se réduire a la forme C*—7D?*; il suffit pour 
cela de faire C + DiVn=(+Y'+ 2 Z'V’n) (tun), t et u étant 
les plus petits nombres qui satisfont a l’équation ¢#?—nuw*==—1. 


(666) Tutoréme II. Soit n un nombre premier 4m-+-.3; si 


SIXIEME PARTIE. 371 
on fait( f+ gV—n)'= F+ GY—n, ensuite F==fP, G=ngQ, 


ce qui donne 


Paap Sp ng n—I1.n—2. ETS rere, 


2 oo, Sa ata 
neck ng ete. 


n—1 1. N—2 N—2.N—3.N—G p,_s 

aa —_—_-— pW’) —_—_—_—_——— wis — 
Q Sf 2.3 di & sm a ane rare ae —~—— fr etc. 
je dis que les polynomes P et Q pourront étre partagés, chacun en 
deux facteurs rationnels, de sorte qu’on aura 


P=A 0 .O=CD: 


A,B,C, D étant des polynomes en / et ¢, du degré + (n— 1). 
En effet, soit p=f+gV—n, g=f—gl—n, on aura... 


Se 

p—? 
P+ 

en supposant 


, et d’aprés cette forme on pourra faire 4 P=X’*+ nY’, 


2p *'— p™g + a,p’"'q' —a;p”" *¢ + ete. 
+29" *'— pq" +a,p go" —ayp gq" + ete. 
P"I— 5p" Ff + 6; pr" ¢ — ete. 
—pgr +b po" —)b, pg —ete. 


| 


Or les quantités pq et p* +- q* étant réelles et rationnelles, la quan- 
tité X le sera également. Quant a la valeur de Y, elle est égale au 
produit de p—q par le polynome 

oe 


| maar 


am—5 gun 


a, == +b, pig?.2 etc. 
—-4 ze pP—4Y 


L=pq- 


dont la valeur est réelle et rationnelle comme celle de X; donc 
puisque p—q=2g)’—n, on aura 4P= X*—4n’g’Z’; donc P 
est égal au produit des deux polynomes };X +ngZ, | X—ngZ, 
esquels seront les, valeurs de A et B. 


On aura semblablement Q=;5 aa, >on pourra donc supposer 
4nQ=X"+nY", et en méme temps 


a4. 
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DY ens +p'"q aa Cif G+ap" gt etc. 
—29g"t'—pg"—a, py" "*—a;p 7" *— ete. 
PY bs CT Gea q a2 ey eae q ++ etc. 
+ pq" + bp qr" +b, pq + ete. 


Ia valeur de Y’ se réduit 4 une quantité réelle et rationnelle; quant 
a la fonction X’, elle est le produit de p—q ou 2g/’—n par le 
polynome 
2am 2m—-+-T am—3 ___ sy am—3 
Tit ee hg Peet —__—_— + etc. 
VJeaaod | a Ge eure 


dont la valeur est réelle et rationnelle. Donec on aura X’=2¢gZ|“—n, 
et 4{Q=Y"—42"Z". Donc Q se décompose en deux facteurs ra- 
tionnels + Y'+ ¢Z', } Y’—gZ’, qui seront les valeurs de C et D. 


(667) Par exemple, dans le cas de n=7, le polynome 
P=f°—3n'° fig? + 5 rif? gi— ni g& 
se découmposera en deux facteurs, savoir : 
A=fP +nf? g—nfg +n g? 
B=f?—nf'g—nfge—n'g’. 
Dans le méme cas le polynome 
Q=f'—S5nfig? + 3nf? gi—n’ g® 
se décomposera en deux facteurs, savoir : 
C=fi—nfig+enfg'+ng? 
D=f* +nfrg+ nfgr—neg’. 
De méme dans le cas de n=11, les polynomes 
P=f"— 5 f' e+ Son’ f* gi— fant fi g6+ 15 nif? gt — nig 
Q=f"— 15 nfi ert hanif' g4—3o ni fs g° + Snhf? g*§— nig, 
se décomposeront, le premier en deux facteurs 
A=f+ 3nfiet an fog + an fig—nifg'—ni gs 
B=f?—3nfig+ an’ fg —-anf? o—nifgs + ngs, 
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le second en deux facteurs 


c=f* + nfig—anf g—anf? g—3nife'—n’ g 
D=f'—nfig—anfig + an fig 3nifg ng. 


Aureste la similitude qu'il y a entre les fonctions P et Q permettrait 
de trouver aisément les facteurs de Q au moyen des facteurs de P 
et réciproquement. I] faudrait pour cela changer ng en fet/ en ¢. 


(668) Ces théorémes relatifs aux puissances dudegrén def +gn, 
peuvent s'appliquer aux puissances de cos. 9 4-)”— 1 sin. 9, et il en 
résultera de nouvelles formules pour les sections angulaires. Nous 
allons faire voir comment on parvient A celles-ci d’une maniere 
directe. 

Par le développement de l’équation (cos. 9 + )“— 1 sin. 9)"= 
cos.2g +1“— 1 sin.z9, on a immeédiatement les deux formules 


sin.ng n.u—I.nm—2 


——_' — ncos.""*o— =~ COs." sin.’ 
sin. 9 ? 12.3 : ? 
n.n—{L,N—2.n—3.n—h eb ache Pop gh 
a 008. n.‘o — ete. 
1.2.3.4.5 Ce 2M Pik dae 
‘08.7 z.m—tI hes : 
ett = cos. 9 — cs." *9 Sin.” 
cos. 1.2 ; 
ws steal Si ioe Be ea repeat ye 
rhe ee Wee Ee ANY ee 


Or si 7 est un nombre premier quelconque, je dis que les polyno- 
mes formant les seconds membres de ces équations pourront tou- 
jours se décomposer en deux facteurs dont les coefficients ne con- 
tiendront d’autre irrationnelle que “7. Et parce que ces deux for- 


. Tv n 
mules se déduisent l'une de l'autre en mettant simplement one 


la place de 9, il suffira de faire voir comment se fait la décompo- 
sition de la premiére; mais pour cela il faut distinguer deux cas, 
selon que le nombre premier n est de la forme 4m-+ 1 ou de la 
forme 4m + 3. 
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Premier cas, n=4m-+ 1. 


(669) Nous avons fait voir que pour les nombres premiers de 
zy" 
hs 
forme +(Y¥*——Z’) composée des deux facteurs réels 7 Y+ + Zn, 
‘Y—zZ)p‘n, pour lesquels on aura 


cette forme la fonction X = peut toujours se réduire a la 


{ 2am +a"~ Vt an" y+a,x"y + ete. 

= +2" +0" + 4,0" + a2? 7" + ete. 
ey +b, 7 +-b,0" 7° + ete. 

a | ayn + bry + bay" + ete. 


| anor” 


i Ae 


Nous avons donné d’ailleurs les moyens de déterminer dans tous 
les cas les coefficients a,, a;...a,, 0,,6;...b,. 
Cela posé soit «=cos.9 +|“—1 sin.9, y=cos.¢ —|V— I sin.9, 


on aura X= tat et les valeurs de : Y et + Z seront 
>Y= 2co0s.2m9-+ Cos. (2m—2)9 + a, cos. (2m—4) o 

+ a;,c0s.(2m—6)o...+4, 
;Z=  cos.(2m—2)9 + b,cos.(2m — 4) + b;cos. (2m —6) 9 


+ b,cos.(2m—8)p...+46,. 
Faisant donc A= 2¥+:ZyVn, B=+ oa rn , ce qui donne 
A=208.2m9+(1+)n)cos.(2™m—2)9+(a,+6,)“n) cos.(2m—4)o 
+ (a;+ b,’n)cos.(2m—6)p...+4(a,+6,/n) 
B=2c0s.2m9+(I—n)cos.(2m—2)9+ (a,—b,n)cos.(2m—Z4)o 
+ (a;—b,)n)cos. (2m—6)o...+4(a,— b,’n), 


~~" — AB, de sorte que A et B seront les deux 


on aura en général ocr 


facteurs dont le produit est égal au polynome 


n.n—-I.N—2 


ne@os.”*o— 
? roa 


n—3 [ 2 
cas."~* 9 sin.” 9 


_, 2n—t.n—a.n—3.n—h ah ay 
sR: Wr pa amare oe TS am 
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site aa ; py 
propriété d’autant plus remarquable qu'elle n’aurait pas lieu si le 
nombre rx de forme 4m + 1 n’était pas un nombre premier. 


cos. n 
cos.9 ? 


3m—g ala place de » dans les formules précédentes. Soit donc 


Pour avoir semblablement la valeur de 


il suffit de mettre 


C=2.c0s.2mp—(1+)“n) cos.(2m—2)9+(a,+b,/n)cos.(2m—Q4) 9 
—(a; + b,n) cos. (2m—6)9...+ 3 (@,+5,n)(— 1)” 


1) =2.c0s.2m9—(1—/n) cos.(2 m—2)9+(a,—b,’n)cos.(2m—4)9 
— (a,;— 6, “n) cos. (2m—6)9...++4(a,—6, Vn) (—1)", 
COS.2QD 
et on aura Fee CD, de sorte que C et D seront les deux facteurs 


dont le produit est égal au polynome 
n.n—-1 n—-1L.n—2.n—3 


cos. . es 2.3.4 


dl A n A 
—— cos." Sin.” ++ cos."* psin.‘9 — ete. 


sin. 29 : 
an =o, ou AB~o, les valeurs de 9 qui sa- 


(670) Si on fait 
sin 


: R , . aie: k P . 
tisfont a cette equation sont en général 9=—, k étant un entier 


quelconque non-divisible par 7, car cette valeur rend sin.ng=o0, 
sans qu’on ait en méme temps sin.p =o. Soit cot.p =z, l’équation 
A B=o deviendra 


nm.Nu—I.N—2 


n.n—tl...n—4 5 
Gs Nasal. GASES SBN oa 
ee ee] 


n—3 
aaa reat 


 —— (i —etc. 


et les »—1 racines de cette équation seront 


™ 2% 3% 2mnk 
ZZ (cot.®, cot. —, cot.—... cot. ): 
n n n n 


ll s'agit maintenant de faire voir comment ces n— 1 racines se par- 
tagent entre les deux équations Ao, B=o. 
Pour cela il faut reprendre la valeur 


AD BOYES Yan Ys 
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Or on sait que ce polynome du degré n— 1 ou 4m est le produit 
des 4m facteurs 


CTY) Yale Y aoe Caray) 


d ] 1 : rit 27 . 2m t ° 
ans lesquels on peut supposer r= cos.— + |“— I sin.— , et sion 


désigne par g l’une des racines primitives de 7, les mémes facteurs 
pourront étre rangés dans l’ordre suivant : 


x—y (cos. 41 sin.=* ) 

n 4 
v--y (cos. *8* + )— Isin. 2) 
x— y (cos. E+ Vv—1 sin. *£) 


4m—r 4m—1 
ay (Gs — oe oe ea ite — *). 


[Il résulte encore de la théorie déja exposée que le produit de ces 4 m 
facteurs, désigné par ;(Y’—7Z’) se partage en deux groupes de 
2m ope chacun, l'un composé des termes de rang impair, 
savoir : 


arian yice sin. >=) 
«x —y(cos.7£ See iee- 7 sie <2" 
x—y (cos.7£* +Y—1 sin, 7€*) 


°. 


oe ied peat eh ini ~—*) , 


Yautre composé de termes de rang pair, savoir : 
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Ww 
NI 
“NI 


r—y cos, 87 4. rae eal sin. 78") 


23% 
72 


Pi 3 
“x—y (cos. + )4—1 sin, 2) 


2L°° . 225% 
x—y (cos. a ol oe sin. ES ) 


2 pAt—l a : 2 oi! x 
es (cos. “fo + {“— 1sin. “£—*). 


Ces groupes de 2m facteurs sont les valeurs de A et B; mais ce ne 
sera que dans les cas particuliers qu’on pourra décider lequel des 
deux est égal a A, l'autre étant égal a B. 

(671) Soit x—y(cos.2¢+—1sin. 2) lun des facteurs sim- 
ples compris dans le groupe qui représente la valeur de A; puis- 
qu’en rejetant les multiples de 7, on a g’”==—1, cliaque valeur 


Se : , 
de 22=—-—, ot & est moindre que 2m, sera accompagneée dans 


2 ary ae 


lc méme groupe d'une valeur —--—_— =-— 2.4, de sorte quon aura 


a la fois les deux facteurs simples 


x— y (cos. 2a +)“— ISin. 2a), 
x— y (cos. 2a—)“-— I sin. 2a), 


d’ou résulte le facteur réel du second ordre 
xa + y’-—2LYCOS. 24. 


Substituantles valeurs x =cos.p + — IsiN.¢, Y= COS.p—“ — 1810. 9, 
ce facteur devient 
2COS. 29 — 2COS. 2a. 


Done en faisant 2 cos. 29 —t, l'un des facteurs A et B sera exprimé 
par le produit de m facteurs simples 


24 2 Ag 2 arh— 2 ae 
‘t—2.¢08.~*) (¢— 200s. acd ) (t—2008.7£*). ..(t—ac0s. & *) 


n n 
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et l'autre le sera par le produit 


‘ 3 Sa 2 Elie 
(¢—2c0s,78) (t—200s.°£*) (t—2c0s.72*). . .(t—2008. g J 
It nr 7t 7 5 


Ces formes s’accordent trés-bien avec les valeurs trouvées ci-dessus 
pour A et B; car en substituant pour cos. 49, cos. 69, etc. leurs va- 
leurs connues en fonctions de cos. 29== +, la valeur de A se réduira 
a la forme 

At" + at™" + 60" + etc., 


dont les coefficients ne contiennent d’autre irrationnelle que 7; 
il en est de méme de la valeur de B. 

Les équations Ao, Bo, ayant en général toutes leurs racines 
réelles, comprises dans les deux suites 


2k 22°R ~ 2 o4t 2 gma 
¢=cos. — 5 cos. & » COS. ooeee ~GOS; & 
It LA 
2g 203% 20°R 7M —t 9 
t= cos. -2, cos.-2—, cos. 2. . .cos. : 
72 72 if, 4 


on connaitra pour chaque suite la somme des puissances de méme 
degré des différents termes qui la composent, laquelle sera expri- 
mée par les coefficients de équation correspondante, et ne con- 
tiendra par conséquent d’autre irrationnelle que )“n. C'est en cela 
que consistent les nouvelles formules relatives aux sections angu- 
laires que nous avons annoncées dans le titre de ce paragraphe, et 
qui ne sont pas comprises parmi les formules connues. 

De semblables résultats s'appliquent aux fonctions C et D dont 


cos. 20 : . , ras } 
cos.9 ) MlAls les formules qu’on en déduit pour 


le produit est égal a — 


les sections angulaires, ne different pas de celles qui sont données 


par les fonctions A et B. Voici quelques applications de ces for- 
mules. 


EXemMPLE J. 


(672) Soit n= 13, on aura m= 3; dans ce cas les valeurs de Y 


SIXIEME PARTIE. 379 


et de Z prises dans le tableau del’art. 512, dounent a,=4, a;—= —1, 
b,=0,6,;=1; dot résultent les valeurs 


A=20s.69 +(1+)113)c08.4 9 + 4cos.29—2+2V13 
B= 2.08.69 + (1—13)cos.49 + 4cos. 29—2—2)13. 


Faisant 2 cos.29— tf, on aura 


A=0+2(14+13)0 —t—3—1V13 
B= 0 +3 (1—W13)@—t—2 + 218. 


Ensuite si l’on prend la racine primitive g= 2, on devra supposer 


a (*— 2008.4") (*e— 2 cos.-2*) (— 2,C0S. 2) 
It n 7 

5 (¢— 2.008.— ) (t—2 cos. =) (t—2 cos. *=) ; 
7 7 72 


car de cette maniere le bas terme du premier produit, savoir: 


Iov , ‘ A s , 
—2'cos.47 = COS. —— €08. —— = est négatif et pourra étre égalé au der- 


nier terme iat AW , Savoir : edie Ui Bin En méme temps le dernier 
terme du second produit, savoir : —2° cos,2" cos. =" cos. = , sera po- 
sitif et égal a—4+.4113, dernier terme de B. 

De la on voit 1° que sil s'agit de diviser la circonférence en 13 
parties égales, le probleme pourra étre résolu soit au moyen de 
léquation | 

o=—t(Vi3—1)t?—t —24+ 213, 


5t 67 
t—=— 2008.4, (== 2008.5 


dont les trois racines sont f= 2.cos. — = 


= 
soit au moyen de ’équation 


ol +2(V13 +4 Ie—t—i —iV13, 


3m T 
dont les racines sont t= 2Cos. eet {—-— 20s. 73? t= — 2C0S. re 
2° Que les racines de ces équations, élevées successivement aux 


puissances 1, 2,3, ete., donnent les formules 
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cos. =; — cos. <3 tos. 3= 7(W1s—1). 

cos. 2a + COS. 2% 4-008. oF +(11—V'18), 

cos.*= — cos.’ so rapes Vena y 
“13 13 a 

err. 

cos. 42 ¢0s.55— cos. 5 y= —i(V134+ 1) 
,4u , oT a Bde, 1 

COS.” 7 + COS."=3 +- COS. = ; (11+'13) 
34 307 ee 3 

COs.’ 3— COS.’ —, — COS.’ 5 =—7F(W19+ 1) 

etc: 


Exempce [I. 


(673) Soit n=17, m==4; les valeurs de ¥ et Z, prises dans le 
tableau du n° 512, donnent pour ce casa, te eas i eee | i 
b,==1,6,=1, 0,=—2, dou résultent les valeurs 


A= 2008.89 + (1 +117) cos. 60 + (5+ 17) cos. 4¢ 
+(7+1/17)c0s.29+2+VV17 

B=2.c08.89 + (1 —17) cos. 69 + (5 —117) cos. 49 
+ (7—)17)cos.29 + 2—)17, 


au moyen desquelles on aura sin. 17 9 =A Bsin. 9. 
Si lon fait 2cos.2 = t, les valeurs de A et B deviennent 


A=t+ t(14+Vi7)P+i(Vi7—3)P+(2—V17)t—1 
Bt) +5(1—W17) O— 3 (W17 +3)? 4 (24+ 17)t—1. 


Dans ce méme cas on pourra supposer g=3, ce qui donnera 


A= =(t—2008. “*) (¢— acs. =) (t—2008. =*) (t—s COs, —— <= 


B=(t—a0os. ~*) (t—2 cos. Any («— 2.cos. =") (t—200s. 6x 


: Ae Wr T 
Soit # le cété du polygone de 17 cétés, on aura 2’ = 2— cos. — ; 
ft 
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ainsi ce coté se déterminera par la plus grande racine positive de 
Yéquation du 4¢ degré B=o0; d’ailleurs on sait par Ja théorie pré- 
cédente que cette équation peut se décomposer en deux équations 
du second degré. 


Comparant les racines des équations Ao, B=o, avec leurs 
coefficients, on en déduira les formules suivantes : 


8 
cos. = + COS. = + cos. 37 7 08 so =7WVi17—1) 
cos." + 008." -+-c08, Sa roost = =; (15+V17) 
38 
COs. rita es T7708" Fn —=1 (17 —2) 
4 a . 
COS.—- COs. — Cos. <7 00S. =~ == 75 
ey +7. 47 de 
3m 5 a7 
cos. 2 4 cos Tt 60s: aaa =7(17 + 1) 
,3T oT y hil 5 
cos. Peace ma tems =; (15—VV17) 
3 oT 30% 37 
R08. 1 COBY + COs. 7X — cos." =7;(17 + 2) 


30 Br 67 ee 
COS. — COS. — COS. — COS.° === 55. 
17 17 17 17 


Second cas. n=4m +3. 


(674) Alors le polynome X= —= prend la forme +(Y*+22Z"), 


dans laquelle les fonctions Y et Z eae étre ainsi représentées : 


20 + ay + ay + a," + ete. 
27" — Ly" — 0,0" — ary — ete. 
ony + bay +b,2"—"¥ + ete, 
+ cy" + bey" + b,x" + ete. 


Y= 


Soit x=cos.9 +—1 Sin. 9, y==C0S.9 —|“—I SIN. 9, on aura 


rae LVn— >) 


sin. n fie 


sin. 9 
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5 —gein.(2m-+1)¢ + sin.(2m— 1)9 + a, sin.(2m—3)q 
++ a; sim. (2m—5)o + ete. 
+Z=cos. (2nm—1)9-+ 6,cos.(2m—3)9 + b;,c08.(2m-+-5)9 + ete. 
Soit donc 
A= 251n.(2m-+1)p + sin.(2m—I)9 + @,sin.(2m—3) 9 
+ a;sin.(2m—5)o-+ ete. 
+) n{[cos.(2m—1)9+-8, cos. (27 —3) o-+ 4; cos. {2m—5)o + ete. | 
B= — asin. (2m + 1)9—sin.(2m*—1)9— a, sin. (2m — 3)9 
-— Sin. (2m— 5) — ete. 
+)n[cos.(2m—1)9-bb, cos.(2m—3) 9+ b;c0s.(2m—5)o + ete. | 


Sin. 7 
et on aura en général == =a BD. 


Si l’on met = —oala sae de 9, on aura un second systemie de 


formules, savoir: 


C= 20¢0s.(2m + 1)g¢—cos.(2m— 1)9 + a, cos. (2m — 3) 
— a;cos. (2m— 5) + ete. 
+)n(sin.(2m—1)9—8, sin.(2m—3)o + 6,sin.(2m—5)o—ete.} 
D=— 2c0s. (2m + 1)9 + cos. (2m— 1)9 —a, cos. (2m — 3)o 
+ a;c0s.(2m— 5) 9 —ete. 
+)n{sin. (2m—1)9—6,sin.(2m—3)9+-6,sin.(2m—5)9 + ete. | 
ant=CD. 


cos. © 

Maintenant pour trouver une autre expression des deux fac- 
sin. nr@ 
sin. 9 
de n et soit r* une racine quelconque imaginaire de dee 


teurs de X = » appelons de nouveau g une racine primitive 


2knr 
r"— I ==0, en sorte qu’on ait rk¥—=cos. eo sin. -— Sg étant 


lun des termes de la série 1,9, g*, o°.. oS la Sibenh X sera 
égale au produit de tous les facteurs «—yr* dans lesquels on don- 
nera successivement a k les n—1 valeurs précédentes, lesquelles 
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représentent dans un autre ordre la suite des nombres naturels 
Pra yo tn — Tr. 
Cela posé si on substitue les valeurs «cos. 9 + /—1Isin.o, 


¥ = cos.g—/—181n. 9, lefacteur « — r* y, dans lequel r*= cos. — a 
ak ' ; k 

+)— 1 sin. —, deviendra (1—r*) (cos.p—sin.gcot.—" ), ou en 

faisant cot.9 =u, 


‘ kr 
k eae Sue \ic. 
(1—r*)sin.9 (u cot. =) 


Prenons successivement pour & les a7 + 1 valeurs 1, 9°, g*.. .g"", 
et appelons « le produit correspondant de tous les coefficients 
1—7*, nous aurons pour l’un des deux facteurs de X, V'expression 


Ty on 
w— cot. 7)... (u— cot. ——— 


(sing) (u—eot 2) 
P —(sin. 9) u—cot.— ){z 


De méme en donnant a & les valeurs successives g, g’, g°...g'"*'," 
et appelant ¢ le produit correspondant des coefficients 1—r*, on 
aura pour l’autre facteur de X l’expression 


—€(sin.9) ‘(u= cot. *8\(u— cot. 78 (u— cot. =e). Aes <—) 


et parce qu’en rejetant les multiples de 7 dans les valeurs g, g’, g’,etc., 


2m-+-31—2h oit+a—ah 2th rae 
— crm =_—_—- 


é 


ona g*"**==-_ | et par suite g 
il s’ensuit que la valeur de Q peut encore sexprimer ainsi : 


> 


Q=6 (sin. 9) oF. “(ut cot. =) (u + cot. — (w + cot. *6- (u + cot. — 


cest-a-dire que les racines de l’équation Q= 0 ne different que par 
le signe des racines de l’équation P =o, ou que l'une de ces équa- 
tions se déduit de l’autre en changeant seulement le signe de w. 
Tels sont les deux facteurs dont le produit PQ=X, et comme 
dans le cas de p==0, quidonne x= 1 et y= 1, on doit avoir X=n, 


il s’ensuit quwonaura a6=n, et quainsion pourra supposer a=6=n*. 
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C'est aussi ce qu’on déduirait des valeurs de A et B; car en faisant 
os=0, on Aa B= 2-7, Z étant la valeur de Z dans le cas de 
o==0. Mais dans le méme cas on a X==n, Y=o, et l’équation 
4X=Y*+-nZ donne Z’=-2, dou réesulte A ==B==)n. 


(675) Les valeurs trouvées pour P et Q représentent celles des 
fonctions A et B que nous avons exprimées d’une maniere linéaire 
par les sinus et cosinus des multiples impairs de l’angle 9; mais ce 
n’est que dans les cas particuliers qu’on pourra décider laquelle de 
ces deux valeurs doit étre prise pour A et |’autre pour B. Cela sera 
toujours facile en égalant a P celle des valeurs de A et B dont le der- 


: : A . T 7g? Teh To im 
nier terme est de méme signe que — cot. a cot.~2-cot. 72 eat 


7 


Soit en général (u + V—1)*= F(a)+’—1 G(a), ce qui donne 


ea a ies aise kN 
Ce — pa cera) a ict itn © NM SAR ne ms (a 3) 9-4 — ete, 
ie | ee rere 
a(a—t1) (a—2 i ae ah Soe aa ‘ 
G (a) = aut—*— \ )(a ) a3 1)(a ae -3) (a 4) Ut? — etc. 
ee eye) eee a 


Si au moyen des fonctions F (a),G(a), on détermine de nouvelles 
fonctions U et V, telles que 


U = (w+1)F (am —1)+-8, (wv +1) F (a2m—3)+4,(w’ + 1) F(2m—5) + ete. 
V=2G(am+1)4+(w+1)G(am—1)-+4,(u*+1)G(2m-—3)+ ete., 
la premiere étant une fonction impaire de w, du degré :(n—1), 


ou 2m-+ 1, dont le premier terme est w?"*", et la seconde une fonc- 
tion paire du degré 2m, on aura les valeurs 


A =<sit. =o (Upen +V) 
B==sin.**' 9(UVn-—V). 


Mais suivant lart. 669 la valeur de AB est égale au produit de 
sin."~"» ou sin.“"* » par le polynome 


nee | nent _ OA} (n—2)_ 3 , n(n—r1)(n — 2)(n—3)(n —4 
G(n)==nu wt uaa 7 ee se eee ) lw — ete. 


SIXIEME PARTIE. 385 
done Je polynome en wu du degré n— 1 peut en général se décom- 


poser en deux facteurs Up“n+ V, U“n—V, dont l'un sera re- 
présenté par le produit 


r ™ t 2 T ot Tom 
7? (w —cot.=) (u— cot.*£-) (u—cot. © ) as (u— cot. 2 ) 7 
; n n n pe. 


et autre par le produit 


n*({u+ cot. ~) (w+ cot.28 28) ( 


Si l'on veut diviser la-cireonférence en 7 ives , on aura a résoudre 
réquation Up~n + V =o du degré 2m +1 et dont les racines sont, 
en déterminant convenablement le signe ambigu, 


Tein 


w+ cot.—2— )- 
n 


uy Tot 7 oim 
i cot.~ , cot. —2 , cot. = . cot. 2 
nr n i) 


On pourrait résoudre directement la méme question par l’équation 
G (n)= 0, laquelle en faisant u*=v, devient 


N.N—1.N—2 4, . WN—-1.N—-2.N—-3.N—-4 


1.2.3 Pee ae a es 


am— 


=n aw Vv —-ete. 


de sorte qu'elle est aussi du degré 2m + 1; mais l’équation en « 
est plus simple, et ses racines, connues a@ priory, donnent heu a de 
nouvelles proprietes , comme on va Je voir dans les exemples sui- 
vants : 
(676) Lxemple L. Soit n= 7 ou m= 1, on aura par le tableau 
du n’? 512, a,==0, 6,=0, ce qui donne 
. | As=n?cos.9 + 28in. 39 + sin.e 
sin. 79— ABsin. 9} ; , ? 
| B=n*cos.o-—281n.39— sin. 9. 
Faisant ensuite cot. g==u, on aura 
US (V+) F(j)=v +4 
 f— BEC arn Phe 1)=7u'—I 
Ams sin 9 (n° U+ V) 
I 
B= sin.’9(n >U— V). 
Il 25 
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Done sin. 7 9 =(sin. 9)’ (n* U-+V) (n3 U—V); mais on a aussi direc- 
tement sin. 7 9=(sin.9)’ G(n), en désignant par G(7) le polynome 


NUS nie OR a 


Donec ce polynome est le produit des deux facteurs 


I I I 
n?utV=niu+nw’+n?u—ti 

1 Tt I 
n?>U—V=n?wv—ni+niut+i, 


ce qui est facile a vérifier. 
2 a 


. c . MEE 
Dans ce méme eas on peut faire g=3, ce qui donne cot.2— 


7 
27 a T 3 ns ; j : 
= cot.— , cot. 2" — cot. —=— cot. — -Déslors il est facile de voir 


quon aura les deux equations 


Sie F i =e Tv 27 hae 
NewW—rniwtnrzutizsn? u—cot.— ome AL oe u+ cot.—- 


T 


= 3 3 = a ™ oT 3m \ 
New +N + n?u—-1l nN? (| uU+ cot. - uw + cot.— “i— Olea} 
He Te 


qui se déduisent l’une de l'autre en changeant simplement le signe 
de u. 

La division de Ja circonférence en 7 parties égales se fera done 
au moyen de l’équation du troisieme degré : 


O=7U—7U+7uU+1, 
: T aT 3t i 
dont les racines sont fame ,u=cot. —, u==— cot. —, et il en 
4 4 


résulte les propriétés suivantes : 


st 27 3n 
cot..-- + cot. — — cot. — = ¥ 
uy 2 7 


4 


T 127 ,or 
cot.’-+ cot.*— + cot’—= 5 
/ ze 4 
T 2% 30 = sas 
cot. ~cot. —cot—==9 °°, 
y! Ps 


quil est facile de verifier par le calcul trigonometrique. 
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(677) Exemple LI. Soit n==11 ou m=2, on aura suivant le 
tableau du n° 512, a,=— 2, b,=0, ce qui donne 


U=(wv +1) F(3) =v — 2av—3u 
V=2G(5)+ (w+ 1)G(3)—2a (w+ 1 G(1I)=nu'--anu -~1 
sin. 11 p=(sin.g)"" (Un +V) (UYn—V). 


Mais on a aussi sin. 11 9==(sin. )"*G(n), en désignant par G(n) le 
polynome 


nu°—t5nu + fonu’—3onu' + 5nu?— 1. 


Done ce polvnome est le produit des deux facteurs 


MAA ne ——-39n PON One oI 


Tt 
N=n?2wv—nu' 


ce qui donnera sin. 11 9 =(sin.9)"*MN. 
Dans ce cas on peut supposer la racine primitive g= 2, puisque 
cette valeur donne g° + 1 == (11); ainsi l’une des équations M= 0, 


, , T ™ bt ) 7 
N=o, aura les cing racines uw=cot.-, cot. a , cot. —, cot, ae a 
vv n n mn 
3 oe ‘ he eee: 
cot. —, dont quatre sont positives et la cinquieéme négative. Or la 


succession des signes de l’équation No, fait voir que cest a 
cette équation que se rapporte la propriété dont il s'agit; done on 
aura en général 


==n* (u—cot.’ ™\(u—eot. oo ) (u— cot. 28) (w+ cot. ~*) (u—cot.— a 
Man? (w + cot.” ) (u +- cot. \(u+ cot. = ) (uot. 22) (u + cot. =), 


Ainsi pour diviser la circonférence en 11 parties égales, il faudra 
résoudre |’équation 


I I I 
on uv —nui— an? uw +anw—3niut+ tl, 


o ™ 3% 4u 5 
dont les racines sont u =Cot.-, u= cot.—, u=cot.—-, u=cot.—, 


25. 
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u==— cot. ="; on en déduit les propriétés suivantes : 
cot. ~~ + cot. == + cot. _ + cot. 2B eat a= wie 
cot.’ + cot.” ra + cot. ae = + cot. == 15 
cot. = + cot? scons ee —cot t= 11 
cot.!= + cot.‘ en 4 cot. + cot. + cot.§— == 141 
cot. ~ cot. cot. — oy - cot. = AE ste eee 


Au reste la somme des puissances de degré pair se tirerait plus sim- 
plement de l’équation G()=o qui dans ce cas est 


I 
o=u’—15u' + 4au’— 30ui+ 5w te 


Elle donne immédiatement fw? =15, fu'= 141, fr’ 1575, ete. 

(678) Eaxemple ITT, Soit n= 19 ou m=4, on aura suivant le 
tableau du n°512, a,=>—4, 4,=3,a,=5, 6, =—0,6,=—1, 6,=1, 
ce qui donne 


A=/“n{[cos. 79— cos. 39 + cos. 9] 
+ 281n.g¢ + sin.79—4sin.59 + 3sin. 39+ 5sin.g 


B=n[cos. 79—cos.3 9 + cos.¢] 
-~ 281n.g@—sin.79 + 4sin. 59—-3sin. 39—— 5sin. ¢ 


sin. 2y==ABsin. 9. 


On aura aussi sous une autre forme sin.7z9==(sin.9)"(UY“n + V) 


(UYn—V), 


Eee ee 
V==2G(g) + (we +1)G(7)—4(w +1) G(5) + 3(w+1) G(3) 
+ 5(w+1)'G(1), 


ou en faisant les snbstitutions , 
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U = — 167 + 2613 + fow—3u 
a bah 
Veen eat ire ee 18 nh 


On comnait done en fonction dew, les deux facteurs Upn-+V, 


r ae ; . sine 4 : : 
Ur~a—V, dont le produit est égal a ——— ? ou adla fonction 


(sin.g)"? 
G(r) =rnu*'—BSinu’+b19nu'— 265anu? + 486270" 


9 F 8 
— 3978n + r4o8nu—r204 nu + gni—r. 


Dans le meme cas on peut supposer g= 2, ce qui doune les neuf 


racines.de Péquation o—=Up/n= V, savoir : 


: rT .. 4x Air 6r ~ ™ 2 
#——cot.—; cot. —, cot. —, cot. —. cot. cot. —-cot.-— , 
rn n nM n? pe? n° 


‘ 37 8x 
——UOl = COL. =, 
i VL 


dont six sont positives et trois négatives. Par cette raison le der- 
nicer terme de l’équation devra étre positif; cette équation sera done 
Urn —V =0, ou 


On? (1 —- 1610 + 26 + how —3u)—n(w— 8uo+ 18) + 4, 


et le second membre sera le produit de 2” par les neuf facteurs 


{ 7 Ait 5 : 6 . 
{ w -— cot. =) (u _— cot.) (u— cot.) (w cot. >| (u— cot. =) 
nl 7 i iL, n 
gr\ / an 3x 8x 
(w — cot. **" (1 +- cou) (w + COL. =) (u— cot=) : 
Ht nN n 2 


c'est done cette équation du 9¢ degré qu’on aurait & résoudre in- 


meédiatement pour diviser la circonférence en 1g parties égales; mais 
on a vu ci-dessus les moyens de réduire la difficulté a deux équa-’ 
tions du 3° degré. Au reste cette équation donnerait, entre ses ra-, 
eines, des relations semblables a celles qu’on a vues dans d’autres 
exemples, mais elles deviennent moins inteéressantes a mesure que 
le nombre » devient plus grand. 
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Nous avons suffisamment développé les propriétés de la fonction 


égale a""; on pourrait développer semblablement celles de la 
SI 


n.Q’ 
. , » COS.n®d . : , os 
fonction égale a —— >) mals comme celle-ci résulte de la premiere 


. rT n 
en mettant simplement -—9 a la place de ¢, nous n’avons pas cru 


devoir entrer dans de nouveaux détails a ce sujet. 
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§ VI. Nouvelle démonstration de la loi de réciprocité qui existe 


entre deux nombres premiers. 


(679) wie pou 2m-+1 unnombre premier quelconque, 2 excepte; 
soit ¢ l'une des racines primitives qui répondent a ce nombre, de 
sorte qu’on ait g"-+ 1 ==d1-( p); nous avons vu dans lart. 509, que 


P 
; , : x 
les 2m racines de l’équation Xo, o1 X= - 


oes 


—— , peuvent etre 


représentées par la suite 


COs a CE) s (as eae gener a 


dont chaque terme («) est expression de r*, r étant une racine 
r ‘ ‘ ' ; P 
imaginaire quelconque de l’équation 2 — 1 =o. 

Soit y la somme des termes de rang impair et z celle des termes 
de rang pair, en sorte qu’on ait 


PANE CA oho oe) 
z==(g)+ (g") + (g°) + (g”).---- + (8°); 


on a trouvé dans l'art. cité deux formules pour déterminer y et z, 
l'une qui suppose p de la forme 47+ 1, l'autre qui le suppose de 
la forme 42 + 3; ces deux formules s’'appliquent aisément aux deux 
cas en leur donnant la forme suivante : 


po 
yates lpn : 

tot 
Jem ientet 


Le signe ambigu qui s’y trouve dépend de la racine r qui peut étre 
prise 4 volonté parmi toutes les racines de léquation X= 0; mais 
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cette ambiguité n’a aucune influence sur le résultat que nous allons 
e& Poser, 

Appelons P la différence y —z ainsi exprimée 


TEN eNO AAC ned AY a) et 8 


nous aurons 
tree 
j B greece rel Bo es 9 ie |. 


(680) Soit maintenant g ui vombre premier quelconque, diffé- 
rent de p, et supposons qu'on veuille élever le polynome P a la 
puissance g. Cette puissance contiendra d’abord les puissances ¢ 
des difiérents termes du polynome P pris séparement; et comme la 


puissance g du terme («) ou r® est r?* ou (qa), on aura une pre- 


mere partie 


Q=@)—@Gse)+¢s)—Gs)----+ Ee" )—@e~ )- 


Elle contiendra ensuite un grand nombre de produits partiels qui 
seront tous de la forme g Arz, A étant un nombre entier et x un 
exposant aussi entier qui pourra étre supposé moindre que p, puis- 
quon a rP= I. 

Désignons par 2(¢ Ar*) lasomme de tous ces termes , tant positifs 
que négatifs , nous aurons I’équation 


Pr=0-+-3(GAr*). 
Maintenant , quel que soit le nombre premier g différent de p, on 
aura nécessairement (= 1 ou Gs) == —1; dans le premier cas 


q serait ce qu’on appelle un résidu carré de p, et on pourrait sup- 


an. 


poser g¢==g’"; dans le second gq serait un non-résidu et on aurait 
q=g", valeurs qui ont lieu en négligeant les multiples de p. 


(681) Soit 1° (4)= { ou g=g", lexposant 27 étant toujours 


compris dans la suite 0,2,4,6...2m—2, on aura 


Q= (6) 6") +(e"). "+ ()-@) +6)... He). 
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quantité dont les termes forment une suite rentrante sur elle-méme 
ou l’on pourra prendre (1) pour premier terme et qui se réduira ainsi 
a (1)—(g) + (g*)...—(g"™), de sorte qu’on aura Q==P. 


Soit 2° (2) = —1I, ou g=g""", on aura 


Q=(g"")—(g")+(g"")... +(e") (+4 (g)— 2... 2"), 
ou O—=—P. 


Done on a dans les deux cas Q=(%) P, ce qui donnel’équation 
générale 


Pi==(7)P + q2(Ar) 


Fe gE i 


Substituant dans le premier membre la valeur de P, il se réduit 4 


= [OS 6 epost 


quantité toujours égale a un nombre entier.Quant au second membre 


SAP): : rm: oe : 
a: il devra done aussi se réduire a un nombre entier; et 
: p—. ; 
comme lirrationnelle P=+| a 1) a2 | nest pas divisible 


Z(Ar* 
P 


. ) , > ; 7 , ‘ ° 
par q, il faudra que se réduise généralement a un entier A’, 
de sorte quon aura 


g—1 —i1 gq—1 


Pa (—1)> iat —(f)=94". 


Supprimant de part et d’autre les multiples de q, ce qui réduit 


g—t 


p * alexpression Gy on aura enfin léquation 


/ eed Cece! 
(Aya ane =(£), 


dans laquelle consiste la loi de réciprocité entre Jes deux nombres 


premiers p el g. 
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~APPENDICE. 


Section I. Méthodes nouvelles pour la résolution approchée des 


équations numeériques. 


Nee nous proposons de faire voir comment on peut trouver , 
avec tel degré d’approximation gu’on voudra, les racines réelles 
d'une equation proposée , sans qu’on ait aucune connaissance pré- 
liminaire de la grandeur et du nombre de ces racines. Les méthodes 
que nous donnerons pour cet objet, ne supposent que des prépa- 
rations qui tiennent a la nature de ces méthodes , et peuvent s’ap- 
pliquer directement a toute équation proposée. La premiere exige 
cependant qu’on connaisse une limite supérieure a la plus grande 
des racines ; la recherche de cette limite est donc le premier objet . 
dont nous allons nous occuper. 


Limites des Racines réelles. 


(1) 0 suffira de chercher la limite des racines positives ; car en 
mettant —a a la place de x, ou changeant les signes des termes de 
rang pair, les racines qui étaient négatives deviendront positives a 
leur tour; de sorte que la régle trouvée pour les racines positives , 
s‘appliquera également, mutatis mutandis, aux racines négatives. 

Soit l’équation proposée du degré 7, 


cog co Se capil gy Wile tule mts ps rae ae a A = 0, 


dans laquelle 1 est le coefficient du premier terme, et A, est le coef- 
ficient du terme affecté de la puissance x’~’; pour avoir la limite 
supérieure des racines réelles et positives , il faut distinguer deux cas. 

1° Si lesecond terme a un coefficient négatif qui ne soit surpasse 
par aucun des autres coefficients négatifs ; je dis que ce coefficient, 
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augmenté d'une unité, sera plus grand que la plus grande racine 
positive. 

En effet , si une valeur positive de x pouvait étre plus grande que 
1-+A,, ce serait dans le cas ot tous les coefficients seraient né- 
gatifs et égaux 4 A,, en sorte que l’équation a résoudre fut 


Mais dans ce cas méme, si l’on fait x= 1 + A,,on aura z*—A,2*~ 
=z", g-'— A, 2’ = 2" , etc. , de sorte que le premier membre 
se réduit a +13; donc on a toujours «<1 + A,. 

2° Si le plus grand coefficient négatif n’est pas celui du second 
terme, soient A; et A,, les deux coefficients négatifs pour lesquels 


VA, et A, sont les plus grands possibles; je dis qu’on aura tou- 
jours 2<cVA, Pav a Wy 


En effet, soit a le plus grand de ces deux radicaux, et  |’autre; 
il n’y aura, par hypothese, qu'un seul terme négatif de l’équation 
representé par —a'‘x"~'; tous les autres qu’on peut représenter ge- 
néralement par -—c’x*~’, seront tels qu'on a c==6 pour l'un au moins 
de ces termes, et c << pour tous les autres. Done lhypothese qui 
rend x le plus grand est celle ot l’équation a résoudre serait 


an 6 a at a fs oO" | 


—z"—'(a’— b’) 


Le premier membre se réduit & a*—.2"~'(a'— 8" )—4(== 4 >) et 
si lon fait ra +b, il devient 


Cae 


+ Sa + dy" [a4 dy a(S Z)], 


quantité toujours positive, UPD suppose a > 6, et qu’on aen 


général (a +- 6)’ >a a(—= 


ao—. 


x): Done la plus grande racine epi 


de Péquation proposée est plus Bene que a+, ou< LA, Pag te 
Siéquation proposeée n’avait qu'un seul terme négatif —A,2"~*, 


SECTION 1. 399 


K 
ia limite de w serait simplement 1“A,, ce qui peut se verifier in- 
mediatement. 


Definition des fonctions omales. 


(2) Nous appellerons fonction omale de x, toute fonction qui 
a la propriété d’étre toujours croissaute ou toujours décroissante 
a mesure que x augmente dans le sens positif, depuis «=o jusqua 
ra, 

Nous supposerons toujours 2 positif, et cependant la fonction 
omale, considérée comme l’ordonnée d'une courbe, pourrait etre 
positive dans une partie de la ligne des abscisses, et négative dans 
autre; mais nous ne considérerons que les fonctions omales qui 
demeurent constamment positives pour toute valeur de x, depuis 
Z—==0. WUEQU A =O . 

fl suit de notre définition, que pour toute fonction omale ¢(z), 


thas ee ., avr ‘ i ‘ : 
le coefficient differen tiel i ) est toujours de méme signe, depuis 


x%==0 jusqu'a x= <x . Il sera positif pour les fonctions omales crois- 
santes, et négatif pour Jes fonctions cmales décroissantes. 


(3) On peut donner, comme exemples des fonctions omales, les 
valeurs suivantes de ¢(x), dans Jesquelles nous supposons tous les 


coefficients positifs , 


paves Aa Bars Cats ek, 


Az™-+Ba™—--Cz"-?....--K 


abe. 


G(Lj= 


b] 


a b c 
t-+-—= + —+— + ete. 
Lf x 


A B C 


i 
1d eat MeN Rg Sy EOL 


La premiere et ]a seconde sont croissantes , lune depuis 9(0) = K 

jusqu’é (00 )==0, lautre depuis 9 (0)==0 jusqu’a 9(090 )==2 ; Ja 
: : . A Ce 

troisieme décroit continuellement depuis 9(0)= 1+ poe gh \58 


qua o(o )=1. 


Fig. 1. 
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Si on trace la courbe quia pour equation y 9 (a), cette courbe 
montera ou descendra graduellement , depuis la premiere ordonnée 
(0) jusqu’a la derniére 9(2 ), en sorte que la méme ordonnée ne 
pourra jamais répondre a deux abscisses différentes. 

Doncc étant un nombre positif donné compris entre 9 (0) et 9 (2 ), 
Véquation c==9(a#) aura toujours une racine positive , mais elle n’en 
pourra avoir qu'une. 

Si c n’était pas compris entre les limites 9(0) et 9( 2 ), equation 
¢==9(#) n’aurait ‘aucune racine positive. 


Résolution de U Equation omale c= (x). 


(4) Imaginons qu’on décrive la courbe dont l’équation est y=9(2), 
et supposons d’abord que la fonction 9 (x) soit croissante, et quien 
méme temps la courbe soit concave vers l’axe. 

Soit A le premier point de cette courbe, ou l'on a x=0,7 = 9(0); 
a la distance c de l’axe des x menons la droite CM parallele a cet 
axe, laquelle rencontre en C l’ordonnée prolongée du point A, et 
en M la courbe AM; il faut déterminer l’abscisse du point M qui 
sera la valeur de la racine cherchée. 

Pour cela, menons en A la tangente Afé, qui rencontre en & la 
droite CM, et appelons & l’abscisse du point 4; nous aurons en 
supposant ga =0 (at) 

pete O10) 
pe RN 

Par le pomt 4 menons une perpendiculaire a Cf, qui rencontre 
Ja courbe en 7; au point n menons la tangente nk’, qui rencontre 
en k’ la droite C M; si on appelle 4’ labscisse du point 4’, on aura 
de nouveau 


Kir c—9(k) 
ui q (A) 


Déterminant de méme k” par l’équation 
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et ainsi de suite, il est évident que la limite vers laquelle convergent 
les termes de la série croissante 4, 4’, k”, ete. sera la valeur cher- 
chée de x. 

On voit donc que pour résoudre l’équation omale c= ¢ (a), il fau- 


dra calculer successivement les quantités /, i’, k”, ete. dapreés les 
formules 


k aa hare y (0) 
9’ (0) 
pee c— ik) 
Sih Chie 
ya 
if g' (k’) ? 
etc. 


et la derniére des quantités 4, 4’, 4", etc., ou la limite vers laquelle 
elles tendent, sera la valeur de z. 


(5) Il est bon de remarquer, 1° que les premiers termes de la 
suite k, k’, k”, etc. n'ont pas besoin d’étre calculés trés-exactement; 
ce nest que lorsqu’on est parvenu a deux termes peu différents l'un 
de l’autre, qu'il importe de continuer le calcul avec toute la preé- 
cision qu’on veut obtenir dans le résultat. 

2° Que si on sait d’avance que 2 doit étre >Af, alors il faudra 
supprimer la premiere des équations de l'article précédent, et partir 
de la valeur donnée & pour déterminer toutes les autres 4’, k”, ete., 
ce qui abrégera le calcul. 


(6) Supposons maintenant que ¢ (2) soit une fonction décroissante, Fig. 2- 
telle cependant quon ait 9(o) égale a une quantité finie; alors la 
construction se fera comme elle est indiquée dans la figure 2; et parce 
que 9 (x) devient négatif dans ce cas, les formules pour calculer suc- 
cessivement k, k’, k’, etc. devront étre écrites comme il suit : 


__ ?lo)—e 
bia ——G! fo) 

ies g(k)—e 
iene aren rey 
oy ok)—e 
k =k'+ —q' (k’) ? 


etc. 
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On fera d’ailleurs , pour ce cas, les mémés observations que dans 
Particle précédent. 

Un troisiéme cas a considérer est celui ou la fonction 9(x) est 
décroissante, mais telle qu’a l’origine des x, on ait (0) =2«. Dans 
ce cas, il faut qu’en supposant x infiniment petit, la valeur de 9 (2) 
se réduise a la forme Aa” + etc. On aura donc Aa" <c, et par 


conséquent «> Va Cela posé, il faut prendre A = (+) , et par- 
tir de la premiére valeur «=A pour calculer ensuite Jes termes 4’, 
k", etc. par les formules de l'article précédent. La limite de ces termes 
sera la valeur cherchée de.x.. 


fl peut y avoir d’autres cas que ceux qui sont représentés par les 
figures 1 et 2; nous les examinerons ci-aprés, article 75. 


Méthode pour avoir la plus grande Racine positive d'une équation 
proposée. 


(7) Pour écarter toute difficulté étrangére a notre objet, nous 
supposerons constamment que l’équation proposée n’a point de 
racines égales, et quelle n'est point divisible par x. Cela posé on 
commencera par déterminer la limite supérieure des racines posi- 
tives, comme il a été dit dans l’article 1. Soit « cette limite; on 
aura donc la racine cherchée x7 < «. 

Si on fait passer dans le second membre de |’équation proposée 
tous les termes negatifs , cette équation prendra !a forme suivante : 


Jig é fe a + etc.) Sa bat ee Seti 
ou tous.les coefficients sont positifs et ou il faut observer que les 
deux polynomes ne peuvent étre complets , sans quoi la méme puis- 
sance de x se trouverait a-la-fois dans les deux membres, 
Cela posé, si l'on fait 
ot bat 4 4 + ete, 


AS) Se 
1 ee ee ats 
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la fonction 9 (x) sera une fonction omale croissante de x , et on aura 
a résoudre l’équation a” =o (). 

Pour cela supposons que l'on construise sur la méme ligne des rig. 3. 
abscisses , et dans le sens positif seulement, les deux courbes dont 
les équations sont y—=.2", x); désignons par P le point d’in- 
tersection de ces deux courbes qui répond 4 la plus grande racine 
xr; la racine r étant plus petite que a, sion fait z= dans o(a), 
on aura une ordonnée 9(«) plus grande que ordonnée r* du point 
P; car 9(x) étant une fonction omale croissante, si on a a> 7, il 
faut qu’on ait aussi 9(«)>¢(r), oug(e)>r’. 

Soit z le point de la courbe y= 9 (x) qui répond a l’'abscisse x==a; 
sion méne par le point 7 une parallele a la ligne des abscisses qui 
rencontre en m la courbe y= 2", l’absvisse conmespondante au point 
m étantnommee «,l’ordonnéeen m sera («’)"; ainsi on aura («’)"==9(a), 


et par conséquent =o (a). 

Comme ona 9(«)> 7", ils ensuit qu’on a aussi « >7; mais « est 
plus approchée de r que a. 

L’abscisse «! détermine sur la courbe y= 9 (x) un coon point n’ 
dont lordonnée est 9(«); si par ce point on méne une parallele a la 
ligne des abscisses qui rencontre en m la courbe y=", V'abscisse 


correspondante au point m’ étant nommée a”, on aura a"=)% 9 («’), 
et l’abscisse «” sera encore plus grande que celle qui répond au point 
d’intersection P , mais elle doit en approcher plus que a’. | 

I! est inutile d’eutrer dans de plus grands détails, et on voit qu’en 
partant de la limite supérieure «>a, si on calcule les termes suc- 
cessifs a’, a’, etc. par les formules 


_— Vs (a) P fe Vo («’) ; vg “9 (a’), elc.. 


la plus grande racine positive r de !’équation proposée sera la limite 
vers laquelle convergent les termes de la série décroissante a, «’, 
a’ 4a, etc. 
Cette.suite devra étre plus ou moins prolongée, selon qu'on veut 
Il. 26 
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obtenir me plus ou moins grande approximation ; mais en général 
la convergence deviendra manifeste apres un petit nombre de termes. 


(8) Les premiers termes de la suite a, «’, «’, etc. pouvant étre fort 
éloignés de la racine que l’on cherche, il ne sera pas nécessaire de 
calculer avec beaucoup de précision ces premiers termes ; mais lors- 
que deux termes consécutifs commenceront a différer peu lun de 
lautre, il faudra augmenter progressivementlenombre des décimales, 
jusqu’a ce qu’on obtienne deux termes consécutifs qui ne different 
que dans l’ordre de décimales qu’on veut négliger. Pour parvenir 
plus promptement au résultat, on pourra employer le moyen suivant. 

Désignons par a, « ,«’ les trois dernieres valeurs approchées de r; 
aux points de l’axe qui correspondent a ces abscisses, menons des 
ordonnées p, p’, p” égales respectivement aux distances mn’, mn", 
mn”, qui ont pour expression a’—9(a), «"—9(«#), «”*—9(’); 
faisons passer une courbe parabolique par les extrémités de ces 
ordonnées, et soit y—=A—Bz+ Cz’ léquation de cette courbe, 
z étant Pabscisse comptée du point o «=a. On aura, pour deéter- 


miner A,B, C, les équations 
p=, 
Pp =A—Bla— 2) 4 Caa—-), 
Pp —A—B (a — a") 4- C (C —_ a), 


Faisant ensuite y-=0, on 2ura 
= 


d’ou l’on tire l'abscisse cherchée du point d’intersection r—=«—z. 

(9) Si Péquation proposée ne devait avoir aucune racine positive, 
on trouverait que la suite a, «, «’, «’”, ete. n’a point de limite, et 
que les termes décroissent successivement jusqu’a devenir nuls. On 
nen conclura cependant pas quil y a une racine égale a zéro, car 
cette racine est toujours exclue. 

On peut dailleurs, pour abréger le calcul, chercher d’avance 
la limite inférieure des racines positives. Ul faut pour cela faire 
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I ‘ . , , ’ . . 

x —=~, et apres avoir trouve, par la méthode de article 1, la li- 
mite supérieure de z, qu’on appellera 1, on en conelura que la plus 


. . . I A . / 
petite valeur positive de x est > x: Done, des que la suite a, «, «”, 


4 x ‘ I A . 
etc. descendra jusqu’a un terme < x, on sera stir que la racine cher- 


chée n’existe pas. Ce procédé s’applique au cas ot, ayant déja déter- 
miné toutes les racines positives 7, 7’, r”,7’”, ete., la recherche d’une 


racine de plus doit conduire a une impossibilité. 
Maniére de trouver les autres racines positives de la méme équation. 


(10) La plus grande racine r étant trouvée, nous chercherons 
d’abord celle qui Ja suit immédiatement par ordre de grandeur , et 
que nous désignerons par 7’. 

Pour cela, le moyen le plus simple est de revenir a |’équation 


primitive Xo, et de diviser son premier membre par x—r; on 
aura l’équation du degré 2 — 1 quicontient les autres racines , parmi 
lesquelles celle que nous cherchons maintenant, et que nous avons 
désignée par r’, est la plus grande. 

La nouvelle équation a résoudre pourra étre mise sous la forme 
a’—*=1 (x), Y (x) étant une fonction omale de x. On procédera donc 
a sa résolution par la méme méthode qui a été suivie pour l’équa- 
tion x*= 9 (x), et en observant que la limite des racines est connue 
d’avance, puisquon doit avoir r'<r. 

I] est clair qu’en continuant ces opérations on trouvera succes-. 
, ete., sil en existe: et 


wt 


sivement les autres racines positives 7”, r 
lorsque la racine cherchée n’existe pas , le calcul en manifestera de 
lui-méme l’impossibilité, comme nous l'avons remarqué dans l’ar- 
ticle g. ‘ | 

(11) La division de l’équation proposée par 2 —r peut s’exeeuter 
de la maniere suivante. 7 

En prenant Ja ménte valeur de (a) que dans l'article 7 , l’équa- 
tion proposée x* = ¢ (x), exprimée de la maniére ordinaire, est 

46. 
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ot +f" + ox +etce. az *+ ba" + oc" + etc. 


Soit le premier membre —=P(«—r)-+ p, etle second =Q(«—r)+q, 
pet g étant les restes de la division des deux membres pat « — 7, 
puisque la valeur x =r satisfait a l’équation, on devra avoir p= q, 
et par conséquent l’équation du degré n — 1 qui reste a résoudre, 
eat. P= @. ; 
Soit 
Pa 4 fer tee phe 4s, 
Ose eK Aa 6 re ete 


on aura évidemment 


if SS fHees Moh» 
=e rT b'=b+a'r, 
W=h+g'r, '——¢-4b'r, 
etc. etc. 


Nous aurons donc l’équation 
OEP eo Le oe sete. a 4 ae ee 


gue l’on peut mettre sous la forme x"~' 9, (x), en prenant une nou- 
velle fonction omale 9, (x), ainsi exprimée : 
a! at eB! ts! oo *-3-b etc. 
AD) ssi are ape ERD Beg 

1-+— + © +ete. 

Il faut observer cependant que comme le polynome zw! +f" 2"~ 
+g x’ + ete., contiendra nécessairement toutes les puissances dé x 
inférieures an—1, il yaura des réductions a effectuer entre les derniers 
termes de ce polynome et ceux du polynome a’ x“ -+ 5’ x"? + ete. 
En général, dans la valeur de 9, (x) il faudra réduire le terme Ma", 
pris dans le numérateur, avec le terme N2**", pris dans le déno- 
minateur, et porter la difference des coefficients ot il y aura excés, 
c’est-a-dire mettre (M—N) 2*-*~ dans le numérateur , sion a M>N 
et (N—M)2«-*" dans le dénominateur, siona M<N. 
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Cette opération étant faite, on aura arésoudreléquationa"*“"==¢,(x), 
dont on sait que la plus grande racine r’ doit étre < r. Connaissant 
cette seconde racine r’, on procédera semblablement pour avoir la 
troisiéme r”, et les suivantes, s'il y a lien. 


(12) La méthode que nous venons d’indiquer s’applique de méme 
aux racines négatives ; ainsi on peut trouver par son moyen toutes 
les racines réelles d’une équation numérique: peut-ctre cette mé- 
thode est-elle ce qu’on peut proposer de plus simple et de plus gé- 
néral pour la résolution des équations numériques , au moins tant 
quiiln’y a pas de circonstance particuliére qui puisse aider 4 trouver 
les racines. 

On pourrait, sans changer la forme del’équation proposée 2"=9(z), 
trouver successivement toutes ses racines, au moyen d'une construc- 
tion géométrique qui ferait connaitre les divers points d’intersec- 
tion P, P’, P’, etc. des deux courbes y= x", y= 9 (x); mais la dé- 
termination du second point P’, et en général de tous.ceux qui ont 
un rang pair, serait beaucoup moins facile que celle du premier 
point P et de tous ceux dont le rang est impair. Et puisque tout 
embarras peut étre évité par les divisions successives ou les opéra- 
tions équivalentes que nous avons indiquées , nous nous abstiendrons 
d’entrer dans d'autres détails sur ces recherches. 


Seconde méthode pour la résolution des équations numériques. 


(13) Etant proposé l’équation du degré n, 
xv + fa + gx + ha" + etc.=0, 


dont nous désignerons le premier membre par F'(#), prenons un 
nombre z de facteurs 1+2,2+2,3+4+2,...n-+2, et supposons 
que le premier membre soit divisé par le produit de tous ces fac- 
teurs; on aura d’abord le quotient 1 égal au coefficient du premier 
terme, ensuite on pourra supposer que le reste est décomposé en 
fractions partielles, de maniére que |’équation proposée prendra 
la forme 
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(1) (2) (3) 
ag PRB MLL peas Se TO: TOBE jit ae 
dans laquelle (1), (2), (3), etc. sont des coefficients qu’on déterminera 
de la maniere suivante. 
Soit en général «+ lun des facteurs +1, 7+2....U+7, 
et Q(x) le produit de tous les autres; on pourra faire 


Ce ia RO a eins 
(+k) Q(x) a+k Q(z)’ 
ce qui donne / eee Soit, dans cette équa- 
tion, z——A, on aura 
ees) 
= 78 ; 


c'est l'expression générale du numérateur de la fraction partielle qui 
a pour dénominateur & + z. 

Dans cette expression, Q (— 4) est le produit de tous les facteurs 
(1 —k) (2—~h) (3—A)... .(n—A), excepté celui qui devient zéro 
pour une valeur déterminée de 4. Ainsi on aura successivement 


Q(— Re ne ee 20 Jt—TI, 


Q(—2) =——— Q(— 1), 


O(-3)=— 0-0), 
emer cere. ot 
etc. 


De sorte que Q (—A) sera positif pour toutes les valeurs i impaires de 
k, et négatif pour les valeurs paires. 

Si F(x) reste constamment positif pour toutes les suppositions 
L=—I,—2,—3....—n, il est visible que le coefficient (4) aura 
Je méme signe que Q(—A), c’est-a-dire qu’il sera positif pour toutes 
les valeurs impaires de /, et négatif pour toutes les valeurs paires. 
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Le contraire aura lieu si F(a) reste constamment négatif dans 
toutes ces suppositions. 

Mais cet ordre sera trouble si F () ne conserve pas le méme signe, 


dans les diverses suppositions #==—1, —2, —3...—n; en gé- 
neral, si F (—A) et F(—k—1) sont de signes contraires, ce qui 
indiquerait une racine négative entre w== —k et.ra—=—h— 1, les 


coefficients (A), (A + 1) seront de méme signe; et ils seront toujours 
de signes différents si F(— 4) et F (——1) sont de méme signe. 


£5 nine A A’ AY 
14) Designons en gé a yh rPmes 
(14) gnon général par preeh mere aeimue ce les termes 
(k) ere B 

Parmedl dans lesquels (4) est positif, et par pee ed ee 

Faz ete. ceux dans lesquels (4) est négatif ; si on fait 

ae A A’ AY. 
iiss att ae re 


a iat ae t 
‘ ba. bes Pian ee weet 


Péquation proposée se réduira ala forme 


1+ 9(%)=4$(2), 


ou 9(x) et ¥(x) sont deux fonctions omales décroissantes de x. 
Cette équation peut aussi étre représentée par 


A B 


teks ay as b--a? 


a A : : 
en désignant par f- la somme des termes qui composent o Catal 


t+ 2x 


par [a une somme semblable pour (7). 


Suivant ce qui a déja été dit, on voit, 1° que les diverses valeurs 
de a seront tous les nombres impairs, et les diverses valeurs de 6 
tous les nombres pairs moindres que 7, si F (—4) est constamment 
positif; 2° que l'inverse aura lieu si I’(—A) est constamment négatif; 
3° que cet ordre ne peut étre troublé que lorsque F (—A) et F(—’—1) 
sont de signes différents , auquel cas les deux termes qui ont pour dé- 


QS 
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nominateurs k-+- 2, k-+-1-+- x appartiennent a une méme fonction 
g(a) ou Y (x). Done quand il arrive que deux dénominateurs consé-. 
cutifs k-+ a2, k+-1+ 2 se trouvent dans la méme fonction 9 (x) ou 
y(x), on en doit conclure quwil y a une racine négative entre 2 == —A 
et y==——k—1. C'est d’ailleurs ce qu’on peut démontrer immédiate- 
ment. En effet, supposons, par exemple, que dans 9 (x) se trouvent les 


" m 


A : E ; 
deux termes ——— -+——— ; si on fait successivement # —=— 3— 
eux ter Lh reel cr tax ®, 
x=—-f +, o étant infiniment petit, on obtient deux résultats , 


dont lun est infini positif et Pautre infini négatif. Dene il y a une 
racine entre —3 et —4. ; 


(15) Maintenant pour procéder a la résolution de l’équation ainsi 
exprimée par deux fonctions omales simples, il faut imaginer qu’on 
construise, dans le sens des x positifs seulement, Jes deux courbes 
qui ont pour équations y==1 + (x), y==4(«), et les diverses in- 
tersections de ces courbes donneront les diverses racines positives 
qu’on veut déterminer. Prenons d’abord une idée de la figure de 
ces courbes. 

Soit OX la ligne des abscisses commune aux deux courbes, O 


‘Torigine des x ; la premiere et la plus grande ordonneée de la courbe 
y==1-+ 9(#) est représentée par O A= 1 +- 9 (0), Passé le point A, 


Pordonnée diminue de plus en plus, a mesure que l’abscisse augmente; 
elle finit par etre égale a 1, lorsqu’on fait «= 2» . Ainsi en prenant 
OC=1, et menant par le point C une paralléle a la ligne des abscis- 
ses , cette parallele CL sera l’asymptote de la courbe y= 1 + 9 (2). 

L’autre courbe y== 4 (x), représentée par B PL, a pour premiere 
et plus grande ordonnée BO= (0). Passé le point B, l’ordonnée 
diminue continuellement et devient zéro lorsque «=. Cette 
courbe a donc pour asymptote la ligne des a. 


(16) De cette description sommaire on peut déja tirer plusieurs 
conséquences relatives au nombre et a la limite supérieure des ra- 
cines positives. 

1° Si l’on veut déterminer le point L. ot la courbe y= 4 («) ren- 
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contre la droite C L qui estl’asymptote de l'autre courbe y=1 + 9(2), 
i faudra résoudre l’équation omale 

Soit 1 ia valeur de x tirée de cette équation, par la méthode de 
Yart. 6; il est évident que s'il y a des intersections entre les deux 
courbes, elles ne peuvent avoir lieu qu’en-deca du point L. Done 
est plus grande que la plus grande racine de l’équation proposée. 

Si donc l’équation proposée doit avoir m racines_ positives, il 
faut que l’arc BL soit coupé en m points par l'autre courbe. Ces 
intersections ne peuvent guére étre rendues sensibles dans la con- 
struction graphique des deux. courbes, convexes d’un méme cété, 
a moins d’opérer sur une trés-grande échelle, mais il suffit pour 
notre objet d’en concevoir Ja possibilité. 

2° Si ordonnée du point B est plus grande que celle du point A, Fig. 4. 
cest-a-dire, si lon a }(0) >1-+-9(0), il y aura nécessairement au 
moins une intersection. En général le nombre des intersections , qui 
est celui des racines positives de l’équation proposée, devra étre im- 
pair, puisque la courbe BL, qui d’abord est élevée au-dessus de 
l'autre courbe, passe nécessairement au-dessous dans la région du 
point L. 

3° On ne peut avoir  (0)==1 + 9(0), cest-a-dire que le point B 
ne peut pas coincider avec le point A, parce qu’alors on aurait la 
racine 0, cas qui est exclu, ainsi que celui ot: l’équation pro- 
posée aurait des racines égales. 

4° Il ne reste donc a considérer que le cas de } (0) <1 +9 (0), Alors Fig. 5. 
le point B étant situé au-dessous de A, s'il y a une premiere inter- 
section , il y en aura nécessairement une seconde, et en général le 
nombre des intersections devra étre pair. 

5° Sil arrivait qu’on eit ¥(o) <1, le point B tomberait au-dessous 
de C; il n’y aurait donc alors aucune intersection , ni par conséquent 
aucune racine positive. 


(17) Voici donc les symptémes des différents cas généraux qui 


peuvent avoir lieu. 
TT, 
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1° Silona $(0)> 1+ (0), ’équation proposée aura au moins 
une racine positive; elle pourra en avoir trois, cing, et en général 
un nombre impair. 

2° Si lon a $(0)< 1 + 9(0), l’équation proposée n’aura aucune 
racine positive , ou elle en aura un nombrs pair. 

3° Si Yon a $(0) <1, l’équation proposée n’aura aucune racine 
positive. 

Venons maintenant a la résolution effective de l’équation proposée: 
elle consiste 4 determiner les valeurs numériques des racines positi- 
ves, OU a prouver qu'il n’existe aucune de ces racines. 

Il y a deux manieres de faire ces calculs ; l'une en commencant par 
la plus grande racine, l'autre en commencant par la plus petite. Nous 
allons exposer ces deux moyens successivement. 


Recherche de la plus grande racine. 


iFig.6, (18) On connait déja la limite 4 de la plus grande racine, par la 
résolution de l’équation omale 1 == (a); cette limite est l’abscisse 
du point L. 

Soit & le point de la courbe y= 1 + 9 (x) qui a la méme abscisse 
que le point L; si par le point & on méne une paralleéle a l’axe qui: 
rencontre enz la courbe y= (x), et qu’on appelle « l’abscisse du 
point z, on déterminera «a en résolvant l’équation 1+ 9 (A)= (2). 

Soit ensuite /’ le point dela courbe PA qui ala méme abscisse que 
le point 7, et dont l'ordonnée est par conséquent 1 + 9 (a); si par le 
point 4’ on mene une paralléle a l’axe qui rencontre en i’ la courbe 
¥ = (a), et qu’on appelle « l’abscisse du point i’, on déterminera « 
par l’équation 1 + 9(«)= 4 («). 

De la on voit qu'il faut calculer successivement les quantités i, a, 
a, , etc. par la résolution des équations 


r= (2); 
r+ e(r)=$(a), 
I+ o(a)=$(e), 
1+ p(a)=$(a"), 

etc. , 
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et le dernier terme de la suite décroissante i, «, ’,«”, etc. sera la 
valeur de la racine cherchée r. 

Nous remarquerons comme ci-dessus, que le calcul des termes 
h, a, a, a’, ete. n'exige beaucoup de précision que lorsqu’on est par- 
venu a deux termes consécutifs trés-peu différents l’un de l’autre. 

Nous remarquerons encore qu’au moyen du dernier terme trouvé, 
qui approche deja beaucoup de la valeur de x, on peut achever le 
caleul de la maniére suivante. 


Soit p ce dernier terme, et soit « =p —, one pouvant étrequ’une 
trés-petite quantité , si on substitue cette valeur dans |’équation pro- 
posée 1 + 9 (x)= (x), le résultat sera de la forme 


ex=Fo+ Go’, 


ou l’on a fait, pour abreger, 
e=1+9(p)—4$(P), 
"= fern eer 
C= form Serr 


On aura donc, en négligeant seulement les quantités de lordre ;’, 


E Ge? 
F F3 ? 


et de la rc=p—v. 
Détermination de la plus petite racine. 


(1g) Ily a deux cas a considerer, selon que 1 + ¢ (0) est plus petit 
ou plus grand que 4(0). 

Premier cas, 1 +9(0)<(o). Alors le point A, origine de la Fig. « 
courbe y==1 + 9(z), étant situé au-dessous du point B, origine de 
la courbe y= 4 (x), je méne A d paralléle al’axe qui rencontre en 6 
l'autre courbe. Soit « l’abscisse du point 6, on trouvera « en résolvant 
l’équation omale 1 + 9(0)== (a), et « sera une premiere approxi- 
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mation vers la moindre racine «==r qui est l’abscisse du premier 
point d'intersection P. 

L’ordonnée menée au point > coupe la courbe inférieure en un 
point a dont Pordonnée = 1 + 9 (a). Par le point a menons une pa- 
ralléle a l'axe qui rencontre la courbe supérieure en 0’; si on appellé 
a labscisse du point J’, on trouvera # par la résolution de l’équation 
1 + o(2)==(«). Continuant ainsi indéfiniment, on voit que l’ab- 
scisse qui convient au point d’intersection P, sera le dernier terme 
de la suite a, « ,«’, etc. 

Done pour avoir la plus petite racine x=r, il faut déterminer 
successivement les termes a, «, a, etc. par la résolution des équa- 
tions omales 

er 9(0)=$(«), 
I+ o(aJ=¢(e), 
1+ 9 (2’) =y (2), 
etc. 
et la derniére des quantités croissantes a, «, «”, etc., ou la limite vers 
laquelle tendent ces quantites, sera la racine cherchée x=r. 


(20) Second cas, 1 +-9(0)> (0). Alors le point B étant situé 
au-dessous de A, on ménera par le point B une paralléle a l’axe qui 
rencontreraen ala courbe supérieure A P. Soit «l’abscisse du point a, 
on trouvera a en résolvant l’équation omale }(0)==1 + 9¢(a), et « 
sera une premiére approximation vers la racine eherchée. 

Lordonnée au point a rencontre la courbe inférieure en un point 
6 dont lordonnée = («). Par le point 6 menons une paralléle a 
l’'axe qui rencontre en a’ la courbe supérieure; si l’on appelle a’ 
abscisse du point @’, on trouvera «’ en résolvant |’équation omale 
¥(a)=1-+ (2). 

On voit maintenant, sans entrer dans de plus grands détails , que 
si on determine successivement les termes a, a, a’, etc:, par les 
équations 
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b(o)—1=9(«), 
¥(a)—t=e@), 
¥(@)—1=9(@"), 


ete... 


le dernier terme de la suite a, a’, «”, etc. sera la valeur cherchee de 
la plus petite racine «=r. 


(21) Dans les deux cas, la difficulté se réduit toujours a résoudre | 
un certain nombre d’équations omales simples, par les formules 
de l’art. 6. Nous avons d’ailleurs observé que les: premiers termes 
de la suite «, e’, «’, ete. n’ont pas besoin d’étre. calculés avec beau- 
coup de précision ; ainsi , a cetégard, les calculs peuvent étre notable- 
ment abrégés. On voit ensuite par la nature de ces opérations , que 
les points a, @, a’, s'approchent rapidement du point d’intersec- 
tions P; de sorte qu’on n’aura jamais arésoudre qu'un petit nombre | 
d’équations omales simples. D’ailleurs la détermination de la limite . 
pourra étre abrégée, si on le juge a propos, par le procédédelart. 18. 

I] pourra arriver aussi qu’on sache d’avance que la racine cher- 
chée r est plus grande qu’une quantité connue i; dans ce cas, on 
partira de la valeur «== pour déterminer toutes les autres «’, a’, etc., 
ce qui abregera le calcul. 

Nous obseryerons encore que dans le second cas, il pourrait ar- 
river quon ne trouvat pas de solution; alors la suite $(«), ¥(«), 
¥(a”), etc., dont le premier terme est > 1, en offrirait bientdt un 
<1, ce qui prouverait qu'il n’y a aucune intersection entre les deux 
courbes, ni par conséquent aucune racine positive de l’équation 
proposée. 

La détermination de la plus petite racine peut tre rfieeniée par 
une suite plus convergente que celle dont nous venens de montrer 
Pusage ; mais avant d’exposer cetie seconde solution, nous avons a 
résoudre le probleme suivant. 
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De lintersection d’une droite quelconque avec la courbe omale 


y= 9). 
(22) Soit BNG la courbe décrite d’aprés l’équation y= (2); 


4(a) étant une fonction omale simple qu’on peut représenter par 


a Soit F un point donné sur le prolongement de l’ordonnée 
du point N; si par le point F on mene sous un angle donné NFG, 
la droite F G qui rencontre la courbe au point G, il s’agit de déter- 
miner l’abscisse du point G.. 

Soit f l’abscisse donnée du point F, la distance donnée F N=c, 
et m la tangente de l’angle que fait la droite F G avec l’axe; si on 
appelle x abscisse du point G, on aura pour déterminer 2, l’équation 
e+h(f)—v). 

x—f. 
Or je remarque que le second membre de cette équation est une 
fonction omale décroissante de x ; car 4 mesure que x augmente, 
ou a mesure que le point G avance sur la courbe dans le sens des x, 
il est visible que le second membre qui représente la tangente de 
l’angle que fait FG avec la parallele a axe menée par le point F, 
diminue continuellement. Au reste cette fonction peut étre présentée 


i= 


sous une forme entiérement développée ; car ayant fait Y(v)—= f; i : 


B B(w—f) 


: B > 
si on observe We 5547 Ga f)e+x)’? OM pourra faire 


B B 
VW Ipaq = —S) fanexs 


B A. 97 bd x , 
et comme /;——~-est la méme chose que  (/), l’équation a résoudre 


b+f 
se réduira a cette forme. 
(1) m Ea apt ere -- Wants 
a—f b+2’ 
x ? ° 4 cee B 
ou l’on a fait, pour abréger, Brey | 


Comme z doit étre plus grand que f, on voit que le second membre 
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de cette équation est en effet une fonction omale simple de z, a 
compter de x==/; j’observe de plus que cette fonction étant infinie 
lorsque «=f, et nulle lorsque 2 = 0, |’équation sera toujours pos- 
sible , quel que soit m, pourvu qu’il soit positif; c’est-a-dire, pourvu 
que la droite FG soit menée par le point F, de maniére a rencontrer 
axe dans la partie indéfinie fX. 
Nous remarquerons encore que si l’on a c= 0, ou si le point F 
coincide avec le point N, alors l’équation a résoudre devient 
(2) n= ra 5 
b+x? 
cest l'équation qui détermine le point d'intersection de la courbe 
¥=(x), avec la droite menée par un point N de cette courbe, en 
sorte quelle fasse avec l’axe des x, un angle dont la tangente = m. 


(23) Dans le cas ote n’est pas nulle, la résolution de I’équation (1) 


se rapporte a l’art. 6, et il faudra, pour effectuer la solution, con- 
naitre une premiere valeur approchée de x. Or puisqu’on doit avoir 


ce . , : Cc . ‘ . 
m> say il en résulte x >/+ — : on peut donc partir du premier 
c . 
terme k=/f + —, pour calculer successivement les autres termes 


k’, k’, etc., dont la limite est la valeur cherchée de a. 


(24) On peut encore déterminer l’abscisse du point d’intersection 
G par le procédé suivant. 

Par le point N menez une paralléle 4 ’axe qui rencontre la droite 
FG enI; du point I abaissez une perpendiculaire a l’'axe qui rencon- 
trera la courbe au point N’; par le point N’ menez de méme N'Y’ 
paralléle 4 l’axe, puis I’N” perpendiculaire, et ainsi de suite. Soit,/” 
labscisse du point N’, f” celle du point N”, etc., on calculera les 
termes successifs f', f”, etc. par les formules 


te =f +=, 
pap a MLV, 


etc. 
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et il est visible que la limite vers laquelle tendent les termes de la 
suite f, f’, f, etc. sera la valeur cherchée de l’abscisse du point G. 

Cette méthode est plus simple que la précédente; mais elle ne peut 
étre employée lorsque c= 0; elle ne peut pas !’étre non plus lorsque 
m==0, cest-a-dire lorsque la droite FG est parallele a l’axe , parce 
quil n'y a point d’intersection dans le sens ou x est >/f 


Seconde maniere de déterininer la plus petite racine. 


(25) Nous supposerons qu’on a (0) > 1+ 9(0), parce que, dans 
ce cas, Péquation 1 + 9 ne) a toujours au moins une racine 
positive. 

Par le premier point B de la courbe y=4 (a), soit menée Ja tan- 
gente Ba qui rencontre en a la courbe y= 1 +-9(2), et soit «l’abscisse 
du’ point a, on trouvera, par la formule de l'art. 22, que « est la 


racine de l’équation 
, c A 
ern A acees a(a-+ 2)’ 


dans laquelle on a c==$(0)—1—¢(o), et ou la fonction omale 
A ry . A gg 
Ss eeeerentaenieenieiaanredl f, » fie On eel T 
f- GES est déeduite de la fonction 9 (2) =|; aa divisant chaque 


terme de celle-ci par la valeur correspondante de a. 

On appliquera donc a cette équation les formules de l'art. 5, en 

c 
—¥'(e)" 

Par le point @ ainsi déterminé , menez une perpendiculaire a l’axe 
qui rencontre la courbe supérieure en J; au porns 6 menez la tangente 
ba qui rencontre la courbe inférieure en a’, et ainsi de suite. 

Si on appelle a’, a”, etc. les abscisses des points a’, a”, etc. , on trou- 
vera que les différents termes «,«’, a’, etc. se déterminent par la réso- 
lution des équations successives 


prenant pour premiere valeur de 4, d’apres l'art. 6, f= 


—y'(o)== Rh pie Fas I + fos4; d’ot x=a, 


p(a)—1—« p (a) “A: (ae pe pom a 
r , b(a' —_—II—, a A: -+--a ’ x a 
nah (a) == Hermes aa Aer) 2 dou =a ? 


etc. 
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et la limite vers laquelle convergent les termes de la suite croissante 
a,a,a,etc., sera la valeur de la plus petite racine cherchée. 

Au reste ces formules étant moins simples que celle de l'art. ihe 
nous nous bornerons au cas qui vient d’étre résolu, et nous n’exa- 
minerons pas celui ou l'on aurait $(0) << 1+ 9(0). 


Connaissant la plus grande ou la plus petite racine positive, 
déterminer toutes les autres. 


(26) On pourrait chercher successivement toutes les racines par 
les intersections des deux courbes que nous avons tracées, sans 
changer la forme de l’équation proposée qui détermine ces courbes. 
Mais il est beaucoup plus simple, aprés avoir trouvé la racinex=r, 
de supprimer de ]’équation proposée le facteur « — r, afin d’avoir 
léquation du degré immediatement inférieur, qui contient les autres 
racines , et dans laquelle r sera la limite de la racine r’ qui doit suivre 
immeédiatement r. Voicile procédé qu'il convient de mettre en usage 
pour cet objet. 

Nous avons supposé que I’équation proposé du degré x est divisee 
par le produit (1 + 2) (2 4+-x)....(n + x), afin de mettre cette équa- 
tion sous la forme 1 + 9(x)= (x). Lorsque le degré de l’équation 
se réduit 4 n—t, on doit donc faire disparaitre le plus grand de- 
nominateur 7+ 2x, afin que le plus grand de ceux qui restent soit 
n—1t1+<2, conformément au degré de l’équation. Pour cela il faut 
multiplier par + les différents termes del’équation 1 +9(x)=¢(), 
et faire en sorte que le produit soit divisible par «—r. 

A(n+2) A(n+r) , A(n—a)(r—2), 


= i fait 
Or on a ars ae (Sener age done si on fat 
SVE A n aura 
BAe an 
aa A AL 
B(n —6) 


De meme en faisant = B,, on aura 


b6+r 


B B B 
V@)=frs=etnfret—o fay 
II a7] 
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: ’ A 
Substituant ces valeurs et observant qu'on a fas=elr) et 


fra (r), Yéquation 1 + 9(x) = 4 (x) deviendra 


N+a+(n+ relr) + (ra) [5 qa dias ee 


Mais puisque la valeur x= satisfait al’équation 1+ 9(7)=4(2), 
on ai +o(r)=b(r); effacant donc dans l’équation précédente les 
termes qui se détruisent, et divisant le reste par r—a, il viendra 


De A, 
Lata Me atx 


Cette équation qu’on peut mettre sous la forme 1 + 4, (x)= 9, (2), 
est entiérement semblable a la proposée; mais elle a un terme de 
moins , car par les valeurs des coefficients A, , B, ,on voit que le terme 
qui avait pour dénominateur n+ «, disparaitra, soit qu’il appar- 
tienne a la fonction 9/x) ou a }(2). 
D’ailieurs on doit observer que comme vz estle plus grand des nom- 
bres a et &, les coefficients A, et B, seront toujours positifs, de sorte 
ue le passage de l’équation proposée t + 9(%) = (x), ala suivante 
r+ ,(«)=o,(x), quicontient une racine de moins, ne fait quoter 
un terme de l'une des fonctions o(x), ¢ (x), sans en faire passer aucun 
de Pune dans I’autre, comme cela aurait lieu si quelqu’un des coeffi- 
cients A,, B, devenait négatif. fl n’y a que le terme constant 1 qui 
change de signe ou qui passe d’un membre dans lautre. 


(27) On voit done que la division de léquation proposée, par 
v—r,sexécute par un procédé trés-simple qui consiste & transposer 


le terme constant 1, et a remplacer dans chacun des termes = et 
— le coefficient A par ae), et le coefticient B par a4. 
Maintenant nous n’avons aucune régle nouvelle 4 donner pour la 
résolution de l’équation 1+ },(«)= @,(x). On appliquera a cette 
equation les formules des articles 1g et suivants ; et sachant d’'avance 
que la plus petite racine r’ est >7, on parviendra plus facilement 
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encore au résultat. Aprés avoir trouvé Ja racine r’ qui est la seconde 
de l’équation proposée, on formera semblablement une troisiéme 
équation I + 9, (x)=, (x), qui contiendra les m— 92 autres racines. 

On aura done ainsi successivement, par des équations qui se sim- 
plifient de plus en plus, les diverses racines positives r, r’, r”, ete. 
de l’équation proposee , et ce calcul sera terminé lorsqu’on sera par- 
venu a une transformee qui n’est plus résoluble, ce qu’on reconnattra 
aux conditions que nous avons indiquées dans la solution générale. 


(28) La méme méthode fera connaitre les racines négatives en par- 
tant de]’équation proposée , dans laquelle on changera le signe dex 
et que l'on mettra ensuite sous la forme t + 9(x)== (a). Mais il sera 
plus simple de prendre la derniére des transformées 1 +-),(x)=o,(x), 
I+ 9,(x)=4,(x), etc., laquelle ne contient plus de racines posi- 
tives, mais peut en contenir de négatives. Pour obtenir celles-ci on 
réduira cette transformée a la forme ordinaire, débarrassée de frac- 
tions, et apres avoir changé le signe de x, on lui appliquera la mé- 
thode du n’ 13, pour laréduire de nouveau a Ja forme 1 +9 (x)= 4 (x), 
dont il faudra chercher les racines positives. 


(29) Il reste done a faire voir comment on peut résoudre une équa- 
tion qui n’a que des racines imaginaires; mais ce probléme est beau- 
coup plus difficile que celui qui consiste a trouver les racines réelles, 
et nous ne nous flattons pas que les méthodes précédentes fournissent 
de grands secours pour sa solution. I] est vrai qu’on pourrait trouver 
les racines imaginaires d'une équation du degré x, au moyen des 


racines réelles d’une équation du degré * ahaa 1) | Mais pour peu que 


n surpasse 4, ’extréme complication Pers tele transformée et des 
calculs nécessaires pour y parvenir, rend usage de ce moyen tout- 
a-fait illusoire. C'est donc dans l’équation proposée elle-méme, et 
non dans une transformée d’un ordre plus élevé, qu’1l faut chercher 
les moyen dobtenir les valeurs numériques des racines imaginaires. 
Nous avons déja indiqué, art. 119 du Traité précédent, une mé- 
thode qui aurait l’avantage de conduire assez facilement a ce but, 
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si on pouvait donner quelques lumieres au calculateur sur le choix 
de la premiére valeur hypothétique de la racine exprimée par 
a+ 6’—1 ou r(cos.6 +)“ — 1sin.6). Mais en attendant que cette 
méthode recoive les améliorations dont elle est susceptible, nous 
allons donner les formules qui, dans l’application de ia méthode 
précédente, conviennent au cas des racines imaginaires; et d’abord 
une racine imaginaire étant représentée par r(cos. 6 +1“ —1 sin.6), 
nous chercherons les limites de la quantité r, qui est en quelque 
sorte la mesure de grandeur ou le module de cette racine , puisque 
la valeur d’une puissance quelconque m de x ne peut jamais sur- 
passer r”, mais peut en différer aussi peu qu’on voudra. 


Limites de la quantité réelle qui sert de module aux racines 
imaginatres. 


(30) L’équation proposée dont toutes les racines sont imaginaires 
étant désignée par 
oe AS deo eA ete A ae A ok ee 


si on suppose x= r(cos.@ + |”“— 1 sin.6), cette équation se partage 
en deux autres, savoir, __ 


rcos.n§+ A,r"—'cos.(m—1) 0 A,r" cos. (n—2)0...+A,=0, 
r'sin.n§=2A .7’~'sin.(2—1)A,r"sin.(n—2)0...-EA,_,.rsin.d=o. 


Multipliant la premiere par cos. 76, la seconde par sin. 76, et ajou- 
tant les produits, on a 


r* =e A,r’ cos.@ + A,r" cos. 26... + A,cos, nm 60. 


Or il est visible que lhypothése qui rendra r* le plus grand, est 
celle ot l’on aurait 


r= A,r 4- Ayr’ + Ayr... + A,, 


les coefficients A,, A,, A;, etc. étant tous pris positivement dans le 
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second membre, et alors en appliquant ce qui a été trouvé dans le 
cas des racines réelles, art. 1, on pourra en conclure, 

1° Que si A,, coefficient du second terme, n’est surpassé en gran- 
deur par aucun des autres coeffictents A,, A;...A,, ona 


r<i1+A,. 


2° Que si A; et A, sont les deux coefficients pour lesquels )A, et 


k 
“A, sont les plus grands, on aura 


A Ae 


telle est donc, dans ce cas, la limite supérieure de la quantité r qui 
sert de module aux racines imaginaires. 


(31) Pour avoir la limite inférieure de cette méme quantité, j’ob- 
serve que l’équation proposée n’ayant, par hypothése, que des racines 
imaginaires, son dernier terme A, doit étre le produit de toutes les 
quantités r?, r?, 7’, etc., qui résultent des différentes couples de 
racines imaginaires. Soit donc r la plus grande des quantités r, 7’, 


r”,etc., et r’ ou p la plus petite, on aura 


r>V/A, et IAS 


le plus grand des modules r doit donc étre compris entre les limites 
suivantes : 


n i k 
i> Vass ok Veni Vey 
Quant aux limites du plus petit module p, nous n’avons encore que 


la supérieure p << |“A,; mais il est aisé d’avoir la limite inférieure. 

. , . , . I *@ 

Pour cela il faut, dans l’équation propos¢ée, faire =~, ce qui 
donnera une équation de la forme 


Pig wih CW Aap mall 8 Ys ear ay gO 8 enn # 


et il faudra considérer deux cas. 
1° Si B,, coefficient du second terme, est au moins aussi grand 
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qu’aucun autre coefficient, on aura, en prenant B, positivement 
Zi +B.. 
2° Si B, et B, sont les deux coefficients pour lesquels 1“ B, et 


VB, sont les plus grands, on aura, en appelant a et & ces deux 
radicaux,z<a-+b. 


Donc, dans le premier cas, on aura p> —- ai , et dans le second 


Pee 


Forme des équations a résoudre dans le cas des racines imaginatres. 


(32) Soit F («)==o l’équation proposée du degré 7, dont toutes les 
racines sontimaginaires; sion substitue pour xune valeur quelconque 
x==hk, le premier membre F (4) sera toujours une quantité positive. I] 
suit de la que si on procéde comme dans l'article 13, et qu’on divise 
Péquation proposée par le produit des facteurs 1+ 2, 2+-”...n+2, 


es B 
afin de lui donner la forme 1+ 9(”)=4 (x), ou 1+ ae =F 


les différentes valeurs de a seront les nombres impairs 1,3,5...n—1, 
tandis que celles de b seront les nombres pairs 2, 4, 6...7 

Ainsi, dans le cas des racines imaginaires , les fonctions 9 (x), } (x) 
sont constamment de la forme suivante : 


1) 3 5 R—I 
= ++ Ere +S00 , 
nO ands (6) (n) 
Ad ae 2+ <2 Ly aE: ia RN CT Dn mer 


de sorte qu'elles ont le méme nombre de termes. 
(33) Cela posé, si l’on fait e=r(cos.6 + |“— 1 sin.@), on aura 


A AX __A(a-+rcos. §6—-V—r.rsin. §) 
ata ~G-Fr(cos. §+V—1sin.0) a?-+-2arcos,§-+ r* 4 


et par conséquent 


A Aa 
SR a*-+2arcos.0--r? +7(cos.)—)~—1 sin. fers * 4-2 arcus.§-+r* 
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De la on voit ue |’ nah ‘ 
fe) que réquation 1 + Sareren'y beretbse partagera en 
deux autres, savoir, 


| Rae RE ee ee 
a @+r? J b?+-2brcos.4+-r?’ 


% 
() eo : 
a*+aarcos.6+4r?” J] b*--2b6rcos.6+r?' 


Dans le premier membre, a aura toutes ies valeurs impaires 1, 3, 
5...m—1, et dans le second, é aura toutes les valeurs paires 2,4, 
G20 ek 

Telles sont doncles deux équations qu’il faut résoudre pour trouver 
les valeurs de r et de 6 qui appartiennent a chaque couple de racines 
imaginaires. 

Le nombre rest toujours positif : quant au nombre rcos. 4, il peut 
étre positif ou négatif; et a cet égard, on pourrait distinguer deux 
sortes de racines imaginaires, les unes positives lorsque la partie 
réelle rcos.6 est positive, les autres négatives lorsque cette partie 


est négative. 


(34) Les equations précédentes peuvent étre censées formées dans 
la supposition de rcos.6 positif. On pourrait en former de semblables 
dans ja supposition de rcos. 6 négatif. Pour cela il faudrait changer le 
signe de x dans l’équation proposée, et procéder de méme, apres ce 


changement, pour réduirel équation sousia forme t + i ae 
shang it, pourr quation so ra) pore bars 


ensuite on ferait e==r(cos.4 + |“—1sin.6), ce quidonnerait deux 
équations semblables aux équations («), mais dont les coefficients 
seraient différents. 

Ce qui semble nécessiter cette distinction , c’est que sion laissait les 
Screed (x) sous la méme formelorsque cos. 6 est négatif, la fonction 


Js oe ne serait plus une fonction omale de r. En effet, 
-++ 2arcos 


cette fonction étant différentiée par rapport a r, donnerait le coefh- 
cient différentiel 


(a*-+ 2arcos. pears) 2? 


-—p a 2A(r-+-acos.§) _ 
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lequel ne conserverait pas le méme signe depuis r =o jusqu’a r= , 
contre la nature des fonctions omales. 

I] faudra donc, pour la solution complete de l’équation proposee, 
considérer deux systémes semblables au systéme (a), et dans chacun 
desquels cos.6 sera supposé positif. 


(35) Soit maintenant rcos.6—=p, r’==q, les deux équations a 
résoudre seront 


Bb 
+ forrsapeg= J rear 


B 
Ue re teers ‘ 


on peut méme les représenter plus simplement par 


1+ fo ar =o, 


(2') 
f- ee 
en convenant que A sera toujours positive pour toute valeur im- 
paire a=1,3,5.....2—-1, et négative pour toute valeur paire 
(= one b. «oe lt. 

Ces équations sont d’une forme assez simple; cependant comme 
elles contiennent deux inconnues p et q, ilne parait pas qu'on puisse 
les résoudre par une méthode analogue & celles que nous avons don- 
nées pour le cas des racines reéelles , qui n’offre qu'une inconnue. 

Si donc on veut éviter les longueurs de I’élimination, par laquelle 
on pourrait réduire les deux inconnues a une seule, il faudra se 
borner a résoudre ces équations par une sorte de tatonnement, en 
he supposant autre chose, sinon que g ou 7? est compris entre des 
limites données, et qu’on a toujours p< |“ q. 

On pourrait ne trouver aucune solution pour les équations pré- 
cédentes qui représentent le systéme («); mais alors les deux équa- 
tions semblables qui représentent l'autre systéme , dans la supposi- 
tion que les racines imaginaires, c’est-a-dire leurs parties réelles , 
sont négatives , contiendraient nécessairement toutes les n racines 
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imaginaires de ]’équation proposée; de sorte que si la résolution ne 
réussissait pas dans un cas, elle réussira nécessairement dans l'autre. 

On peut méme ne point changer la forme des équations précéden- 
tes, et se contenter de changer le signe de p, ce qui reviendra au 
second systéme. En effet, ta derniére forme («’), sous laquelle nous 
avons mis les équations 4 résoudre, en employant les inconnues /p 
et g au lieu de ret 6, n’a plus Vinconvénient remarqué dans Vart. 34, 
et les aah fonctions 


Bo B 
f= anes [—-S eee b>—2bp+q’ b?’—2bp+9q’ 


consideérées tant par rapport a p que par rapport a q, sont toujours 
des fonctions omales, puisque p doit toujours étre renfermé entre 
les limites p =o, p=lq. 

(36) Supposons qu’aprés quelques essais ona trouvé des valeurs 
de p et g qui approchent de satisfaire aux équations (a). Soient ces 
valeurs. p==f, g=2#, et ation quelles donnent 


lberoer, Eyre” 
Ae eee ae 


u et y étant des quantités assez petites. Pour avoir des valeurs plus 
approchées on ferap=f+ of, g=g +g, et on aura pour déter- 
miner $f et dg, les équations 


af forpsarrey +8 Seria EAT tat 
2° facrapray +8 fanaa ——* 


Soit, pour abréger, 


ng eee 
~~) (a +24af-+g)” 
G Aa 


7 eine 2g 


= forsee 
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on aura 
2Gsf+ F$g=—y, 


d’ou J’on tire 
I = Cy Hyv—Gy 
‘5 Caen: > on CoE 


Ainsi les valeurs corrigées de p et g sont 


Nl faut observer, a l’égard des. quantités F,G,H, qu’on a 


A 
Fe+ 2Gf+H= f= =, 


faisant done H==—gF—2/G+y, et négligeant les termes qui 
contiendraient deux dimensions. des. quantités » et y, on aura 
Bay stars ee Gs 
2 G? 24 ofFG+eF 
Lee Gut(gFk — 

ret i OEE Tee ery Sy 5 
Ces valeurs serviront a leur tour a en faire connaitre de plus appro- 
chées, sil est nécessaire. 


(37) Appelons de nouveau f et g les valeurs corrigées de p et ¢, 
on en déduira les deux racines imaginaires r= f+// (f? — g). Pour 
avoir ensuite les autres racines de la méme équation, il faut former 
Péquation qui les contient. 

Soient w==r’, e=r" les deux racines qu’on vient de déterminer, 
il faudra dans léquation proposée 1 +f = o, remplacer le 
coefficient A par un nouveau coefficient 


4 __ (n—a)(n mikes. 
A Eee 


Crest en effet la conséquence qui résulte des formules de l'article 26; 
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et comme on a (a+r’) (a+r")=a' +2af+g, la valeur de A, 
sera 
a ~_ (#—a)(n—a—1) 
2 a*+o2af+e A. 


Cela posé, la nouvelle équation du degré n— 2 a résoudre sera 


et par la substitution x =p+//(p’—q), cette equation se partage 
en deux autres, savoir, 


? + fo Far Hat 


Saree ie 
Ces equations sont entierement semblables a celles de l'art. 35, mais 
elles contiennent chacune deux termes de moins, puisque les valeurs 
de A, qui répondent aux valeurs a=n, a—=n—1, sont nulles. 
Ainsi la derniére des valeurs de a sera n — 2, parce qu’en effet l’équa- 
tien a résoudre n’est que du degré n — 2. 


(38) Au moyen de cette analyse, on forme avec beaucoup de facilité 
les diverses équations qui restent successivement a résoudre, a mesure 
qu’on trouve deux des racines imaginaires de |’équation proposee. 
Le procédé pour passer d’un systeme au suivant, consiste a sup- 
primer deux termes dans chacune des deux équations du systeme, 
et a modifier les coefficients des autres termes suivant une loi con- 
stante. Ce procédé donne immeédiatement le résultat qu’on obtien- 
drait en divisant l’équation proposée par le facteur correspondant 
aux deux racines trouvées, et mettant ensuite le quotient sous la 
forme qui convient 4 notre méthode. 

Lorsque les opérations nécessaires pour obtenir les racines réelles 
sont terminées , et qu’il ne reste plus 4 résoudre qu’une équation de 
degré pair dont toutes les racines sont imaginaires, on est assuré 
d’avance que la résolution est possible. Si donc la recherche qu’elle 
occasionne devient longue par les tatonnements qu’on ne peut gueére 
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éviter , au moins elle ne sera jamais infructueuse. D’ailleurs 4 mesure 


que les opérations avancent, elles se simplifient progressivement par 
Ja diminution du nombre des termes qui. devient successivement 
n—2,n—4,n—6, etc., comme le degré de l’équation; et lors- 
qu’on est parvenu a une transformée du quatriéme degré, la solution 
peut étre achevée sans tatonnement. 


(39) La méthode que nous venons de développer est encore fort 
imparfaite; mais elle a quelques avantages particuliers quelle doit 
i la simplicité et a l’élégance des formules. Le plus considérable de 
ces avantages consiste en ce que, si l’on substitue différentes valeurs 
pour p ou g, afin d’en trouver qui satisfassent aux équations, la 
substitution se fait dans chaque dénominateur a’? + 2ap+q, sans 
exiger aucune opération complexe. 

I] n’en est pas de méme lorsqu’en faisant c—=r(cos.§-+|“—Isin.6), 
on a a substituer une nouvelle valeur de r ou une de 6, dans les 
équations dont ces inconnues dependent, art. 119. Ces substitu- 
tions exigent des opérations compliquées, surtout pour avoir les 
sinus et cosinys des multiples de 6: ce premier avantage est deja 
trés-grand. 

Il y ena un second qui n’est pas moins remarquable. II consiste 
en ce que les deux équations a vérifier se forment simultanément d'une 
maniere trés-simple. En effet, si en attribuant des valeurs particu- 
*T55 rere +} (a), savoir, 
+ F(a) si a est impair, et —F (a) si a est pair, la premiére des 


liéres a p et g, on trouve chaque terme 


deux équations («) étant ainsi formée, 


1+ I(t) + F(3) + F(5)..... + F(n—1) eet 
es Ch EY Seed NN ee ne | EE 
on en déduit immédiatement la seconde qui est 
EQ) SP G)axs Eble enwe + ——— F(n—1) 
= 0. 


—iF(2)—iF(4)—?F(6)..... —-F(n) 
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{] devient donc trés-facile de vérifier les deux équations a la fois. 


(40) Nous croyons avoir expliqué les méthodes précédentes avee 
assez de details, pour qu'il soit superflu de produire des exemples 
de leur usage. Nous ferons seulement une observation générale qui 
pourra étre utile dans les applications; c’est que si la grandeur des 
coefficients de l’équation proposée , oule calcul de la limite supérieure 
des racines , indique que ces racines doivent ¢tre de grands nombres, 
il conviendra de les réduire 4 une grandeur médiocre, en faisant 
x—=my, m étant 10, 100, ou tel autre nombre qu’on voudra, au 
moyen duquel les valeurs de y ne puissent contenir que des unités 
ou des dixaines au plus. De méme si les coefficients de ]’équation pro- 
posée étaient tellement petits qu’on dat en conclure que les racines 


sont beaucoup plus petites que l'unité, il faudrait faire aa, et 


prendre m de maniére que la plus grande valeur de y put aller jus- 
qu’a un ou deux chiffres en nombres entiers. La transformation est 
utile dans le second cas surtout, pour éviter que les racines ne 
soient rapprochées dans un trop petit espace, et qu’on n’en omette 
quelqu'une dans les approximations successives. 


(41) Nous terminerons ces Recherches par une remarque néces- 
saire pour compléter la résolution de l’équation omale c= 9(x), 
donnée dans les art. 4 et suiv. 

On a supposé tacitement, dans ces articles , que la courbe décrite 
d’aprés léquation y= q(x), était toute concave ou toute convexe 
vers l’axe, dans la partie soumise au calcul, savoir, depuis zo 
ou z=h, jusqu’a =r, rétant l’abscisse du point d'intersection M. 
Cette propriété en vertu de laquelle la suite 4, 4’, A”, ete. est conti- 
nuellement croissante vers la limite cherchée 7, a lieu dans une infi- 
nité de fonctions omales, et notamment dans toutes celles dont on 
fait usage dans notre seconde méthode. Mais en général la définition 
des fonctions omales n’exige qu’une seule condition, savoir, que le 


' Spee ae A . ' 
coefficient différentiel aie conserve le méme signe dans toute 


l’étendue des «x positives. I] peut done arriver que le coefficient du 
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ddo(x) ; ; 
ae change une ou plusieurs fois de signe dans la 


méme étendue, et alors la courbe y==9(x) éprouvera une ou plu- 
sieurs inflexions ou changements de courbure. Supposons, par exem- 
ple, qu'un changement de cette sorte ait lieu entre les deux points 
kK’ et k’, ce qu’on reconnaitra par les deux différences 9 (h’)—c et 
9 (k”)—c qui devront étre de signes différents; si on continue les 
caleuls d’aprés les formules des art. 4 et 6, afin d’obtenir la valeur 
du terme suivant 4’, on trouvera kh” < k”, de sorte que la suite /, 
k’, k’, Fk’ cesse d’étre croissante apres le terme 4’. 

Cependant si l’on aen méme temps 4” > 4’, on pourra continuer 
le calcul des termes suivants par les mémes formules, et on arrivera 
également au résultat, qui est la limite des termes h”, 4", ’", etc. 

Mais il pourrait arriver qu’on eut k” <i’, et alors en continuant 
le calcul par les mémes formules, on s’eloignerait de plus en plus du 


second ordre 


vrai résultat que l'on cherche. Pour obvier a cet inconvenient, le 
moyen le plus simple est de joindre les deux points 4’, k” par une 
droite qui coupera la droite CM en un point dont il est facile de 
déterminer la position. Soit %’” labscisse de ce point, on aura 


c— o(k') 
9 (A") — 9 (4) 


et A” sera une valeur trés-approchée de la racine r. On continuera 
ensuite par les formules ordinaires le calcul des termes suivants k", 
k*, etc., et la limite de cette suite sera la racine cherchée. 

En général les exceptions dont nous venons de parler ne se rencon- 
trent que dans des cas oti ja résolution se simplifie d’elle-méme, puis~ 
que sachant que la racine cherchée doit étre comprise entre 4’ et 4”, 
il est facile ensuite de resserrer ces limites & volonté, 


k= Kk + (k’ -— k') ; 
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Section II. De quelques equations dont la propriété est telle qu'une 
racine connue sert a déterminer rationnellement toutes les autres. 


(42) N OUS supposerons que la racine w étant connue, une autre 


: , ay oo aes athe 
racine x! est déterminée par la formule trés-simple 2' eee, 
I1+cx 
ou a, b, c sont des coefficients connus, cette propriété devant étre 


at+ba 
I+-cx 


au lieu de x dans l’équation 4 résoudre, on retombe sur la méme 
équation. Et la loi qui permet de déduire la racine w’ de la racine z, 


générale pour toutes les racines. I] faudra qu’en substituant 


permettra semblablement de déduire une troisieme racine x” de w’, 
une quatriéme x” de x”, et ainsi de suite, ce qui se fera par les équa- 
tions successives 


atbx » a+b’ a+bx" 
x =i, ‘=i, "a, ete. 
Done si l’équation proposée est du degré n, il faudra que la n*" 
des racines 2’, x”, a”... désignée par x” soit égale a la racine pri- 
mitive 2. 
Voyons comment cette condition générale peut étre exprimée 
analytiquement. 


(43) Soit x* un terme quelconque de la suite x, x", v7"... .a"—), 
le terme suivant x‘+* se trouvera par la formule 


-+ back 
pkt-1 Sere : 
SP Smihew 
Supposons x* exprimée par la formule’ ou p etgq sont de la forme 


, 


A+Baet C+ Dz, nous désignerons en méme temps x4+* par a : 
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et nous aurons | 


p'__ag+4p 

q= grep’ 
ce qui permet de supposer 

p=aq+ bp 

fe) is hs 


et par suite 
P+pg=(b+ cy)p + (a+4)¢- 


Déterminons Ja constante p. de manieére quon ait 
\ 


C+ p=(b+cp)p, 
et nous aurons 


P+eg=(0+ cp) (p +49). 
(44) Appelons 9(A) la fonction p+ pg, nous aurons 
g(k+ t)=(b + cp) (A), 


RO Kar Osis 2 cOAhs Cord heen |e s 
Gena Obert dou l'on voit que chaque membre de cette 


equation doit étre une constante et qu’ainsi on aura 


ou 


o(M=Ab+ cy =p+ qu. 


Si on appelle »’ la seconde racine de l’équation a+ ¢=(6+ cz) x, 
on aura de meme 
PHIP=HA(b+ cpl) 


De la 
__ Ap! (bcp) —A' pe (b+ ep)! 
aie pp 
__ A'e-+ep)i—A(b+ cp)! 
bay p— 
Done‘, ou 


ak — WAC + cu) —pA'(b-bep') 
AN(O-+ eu )'— A(b-+ cp)! 


Maintenant lorsque l’indice kK=o, on a.2*=a, donc 


pe ATH’ Al ety 
A'—A ’ A xt? 
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et enfin 
at (e+) (+e p)§—p (wp) (b-+ep’ 
ap Eg PIN PEE ETOYS Per OAT ak 
(wb y) (b+ cpl i — (ap) (b +14) 

(45) I faut maintenant exprimer la condition x*=2, au moyen 
de laquelle l’équation donnée du degré n aura n racines x, x’, 
x"...x°, qui forment une suite rentrante dont chaque terme 2‘ 
se déduit du précédent 2‘ au moyen de la formule 

harass at bai 


Sane Sa 

La condition dont il s‘agit se réduit en général a cette équation 
(6 -+- ADE — (b + Cp)". 

Or en vertu de l’équation cy? + (6—1)p==a,ona les deux racines 


Cy ait by hal 


2 
op 1? + V(b) + Gace), 
Done 
b+ cpt tg yy [(1— dy 4 fac] 
b+ cy it! yy [(1—b) + hac]. 
Soit pour abréger R=|~ [(1—6)*+ 4ac}], il faudra en général 


qu'on ait 


(1+6+R)y=(1 +d—RY. 


(46) Soit 1° n=3, cette équation donnera 3(1 + 6)’ 4- R’=0, 
d’ou résulte 
1+6+6'+ac=0. 


Soit 2° n= 4, l’équation générale donnera (1 + 6) + R’==0, ou 
1+ 0+ 2ac=0. 
Soit 3° n= 5, on aura 


5(1 + 6)' + 10(1 + 6 R’ + Rio, 
II 28 
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équation qui se réduit A la forme 


o=ae +ac(g+4b64+ 30) +1+b64 04046, 
ou 
o=(2ac+3+ 4b+ 3by—5(i + by. 


On voit dans ces trois cas que R’ est négatif, ce qui aura lieu géné- 
ralement pour toute valeur de n. Car si R était réel , comme 0 est 
supposé létre ainsi que a et c, il est visible que les quantités réelles 
1+5+4RKR,1+6—R étant inégales, leurs puissances du degré n 
seraient inégales aussi. 

(47) Puisque R? est négatif, on pourra faire 


1+ 
2 


+ i) [(1—b)' + 4ac] =>. (cos.4 +1“—1 sin. 4), 


ce qui donnera 


o==b—ac 
cosine 
2° 


Cela posé la condition dont il s’agit exige qu’on ait 
e"(cos.n6 + |“— 1 sin. 26) = p" (cos. 26 —|“—1 sin. 76). 


Par conséquent cette condition se réduit a l’équation 


: it 
sin,z@=0, ou §==— 


"ee 


z etant un nombre entier quelconque.Cette condition peut étre mise 
sous la forme 


(6— ac)cos.’ rf “(1+ Ob). 


Lorsque n= 3, on ala-seule valeur i= 1, parce que i ne doit pas 


TU oe ’ ° wT I rae ‘ 
surpasser —; il s’ensuit cos. a= 5, et la condition devient 


One Tb. he ec, 


lorsque n== 4, il faut faire encore i= 1, ee qui donne C08. => 
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et la condition est 


O=2I-+ 6-b pac, 


Lorsque n=5, on peut faire i= 1 et i=2, de sorte quil faut que 
Vune des deux équations suivantes soit satisfaite, 


b—ac=(1 + by (LEROY 


2 


b—ac=(1 + by — ae 


Développement du 3° degré. 


(48) L’équation de condition est 1+ 6 + 67+ aco, ou 6—«ae 
= (1+ bf =m. 


, . a bx , . 
L’équation 2’ = 2 7 =; etant mise sous la forme (cx’—b) (c v+ 1) 


=ac—b=—=m, si on fait ca’—b=y, cx +1=2, ou 


+6 Z—I 
x=, Xx ; 
c c 


on aura yz==—™m. Soit léquation en x 
v—Az’ + Ba—C=o. 


° F 5 +b 
elle devra étre satisfaite en y substituant pour x les valeurs x = ; 

i 
eS 


, de sorte que si on fait pour abréger cA=a, ? B=6, 


c C =y, la substitution des deux valeurs de c x dans]’équation pro- 
posée qui devient alors 


Cav —ac x’ + 6cx-—y==0, 
donnera les deux équations 
o=2—(3+a)2+ (3 +20+ 6)2—(1+24+6+y) 
t—9 + (3b—a)y’+(3b*—2 ba+é)y+l'— ba+b6—». 


Maintenant comme on a yz—=—”, si on substitue dans l’équation 
a 
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m7 * , 
en z la valeur z—=— 7) ce qui donne le résultat 


o=mM+3+a)my+(3+2a+ 6)my+(i+a+ 6+ y's 


il faudra que cette équation s'accorde avee l’équation en y deja 
trouveée. 

(49) Soit pour abréger M = 6’ —é*a + 66 —y, et lidentité de ces 
deux équations donnera les trois équations de condition 


m==M(1+a+6€+ 7) 
m (3b6—a)=M(3 + 22+ 6) 
m(3b>— 2ba+ €)=M(3 + a). 


3 
Des deux derniéres on tire, en faisant M==m?N, et se rappelant 


que m?=1-+5, 
—3(—N)  ¢__3(6°+N) 
Me ae et Pe: TAY Sa toi 


a 


Ces valeurs substituées dans la premiere donneront 


Pas See's . Se) 

Ta nN iS eee 
et enfin substituantles valeurs de «,€,y, dans l’équation M = 3’—/ x 
+ 66—y==(1 +-6)°N, on aura pour déterminer N léquation 


N?+1=0, 


d’ou resulte N==— 1, car si on prenait pour N l'une des deux va- 
leurs imaginaires données par cette équation, les coefficients de 
léquation a résoudre deviendraient imaginaires , ce qui est un cas 
dont on peut faire abstraction. 


(50) Maintenant la valeue N==—1 rendant infinies celles de 
a,6,y, il faut en conclure que les équations du premier degré d’ou 
on a déduit les valeurs de «, €, 7, ne sont pas indépendantes entre 
elles et quil y en a une comprise dans les deux autres, de sorte 
quwil restera l'un des coefficients «, 6, y indéterminé. 
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/ 
En effet les deux équations 


nm’ (3b—a)=M(3 + 24+ 6) 
m(3b°—2ba+ 6é)=M(3 +a), 


dans lesquelles on substituera les valeurs M—=—-(1 +5)’, m=(1 +6), 
se reduisent a la seule équation 


o=3(1+b+4+ 0’) +a(t—b)+6, 
dot l'on déduit 
6=—3(1 +b+ 6’) + (1 —b)a=3ac—(1 —d)a; 
ensuite on aura y=— 1—a—€—(1 + 6)’, ou 
y=1—B'— ba. 


I,/équation cherchée c’ x*—ac’x? + €cx—y=o deviendra donc 
de la forme 


o=Cx + 30ax—i1+0—a(exr+ (1—b)cx—b), 


ou « reste indéterminé. 
On voit par 1a qu/il y a une infinite d’équations du troisiéme 
degré qui sont telles qu'une racine x se déduit d’une autre racine 


wv par la formule 
pa ox 
79 dof ems 5 
1+cx 


dans laquelle les trois coefficients a,b, ¢, satisfont a la condition 
1+6+ 6? +ac=o0. 

Les trois racines de cette équation, désignées par x, x’, x’, seront 
donc telles qu'on aura 


j atbzx pe at ba! a—2x 
anon pO eS : 
1--er 1tcecx cx—b 


(51) Soit par exemple a= 3, b=—2, c=—1, l’équation cher- 
chée sera en général 


o=xa'—gr+ 9 + 2(a°—3x +2), 
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dou résultent une infinité d’équations particuliéres , telles que 


o=x2—g9gx+9 

Oa 5.0 3 

O= 2 +32? — 1824 15 
etc. 


Elles jouissent toutes de la méme propriété, en vertu de laquelle 
une racine connue «x sert a déterminer rationnellement les deux 


Bice Oss, i 3—-2 
autres x et x’ par les formules x! = : 


—x’ +2 

(52) Puisque l’équation du troisieme degré a laquelle nous sommes 
parvenus, contient trois indéterminées c, 6, «, il semble qu’on peut 
réduire a cette forme toute équation proposée du méme degré telle 
que 

O= XL —pxr+qx—r. 

Pour cet effet il faudra déterminer les quantités «2,6, c, par les 
équations 


ae 
ae & 
34 a 
ater ed) eres | 
1 — 53 ba 
c ar es 
Et parce qu’on a ac==— 1—- b—2’, sil’on fait pour abréger 
at itor py" 


| | 
(p?’—39) (q*—3pr)’ 


on aura pour déterminer 0 léquation 


bb a) +1=0, 


n—I 
d’ou résulte 
fom —n—2+V’[3n(4—n)] 


2(n—1) 


b étant connu, on aura c et « par les formules 
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(1—2) (p?—3q) 
9r—=pq 


= > 4 Cp. 
Pour que la valeur de soit réelle, il faut que x soit positif et < 4, 
conditions qui seront remplies si en faisant 


H=pq—4p r+ 18pqr—4q—a27°r’, 
ona H>o. 
De plus si, en supposant p,q, r rationnels , la quantité H est un 


carré, on voit que & sera rationnelle ainsi que c et «, de sorte que 
? b 


la formule 
,  at+tbe 
oS: 
I+c2x 


donnera l’expression rationnelle de la seconde racine v' par lemoyen 
de la premiére z, et semblablement celle de la troisiéme x” par le 
moyen de la seconde x’. Les trois racines seront donc rationnelles 
sil y en a une qui le soit. | 


(53) Soit proposé, par exemple, l’équation x’ + 2 —6x—7 =o, 


on aura p=—1,g=—6,r=7, ce quidonnen=3, b=—+ ou 
seks . == Bp ager 

b—=—2a2. Soit dabord 6=—£, on aura pee ee AA ens Daa 
9r— pg | 

a= cp==— +, ac=—1—b— Bh =—?,a——+}. Ainsi la racine 


x’ se déduira de x par l’équation 


et 
( 2+ 2 


Soit en second lieu 6==—2, on aura c—1,2—=—1, a=—5 et 


, ae 
I1+2z 


Au reste cette solution revient a la précédente, car de celle-ci on 
—3—2’ —3—axr 
ses Face. 
dérer les trois racines dans l’ordre x, x’, x’, on les considére dans 


déduit 2” = , Cest-a-dire qu’au lieu de consi- 


Pordre inverse x, x”, x’. 
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(54) Toutes les fois que la quantité H sera positive, les valeurs 
dea, b,c sont réelles; ainsi, en partant de la racine x qu’on peut 
toujours supposer réelle, les deux autres ” et 2” seront exprimées 
par les formules 

1 a@+bz on atba! 

eo Weeai i weet! 
et par conséquent seront réelles. Nous sommes donc conduits par 
cette analyse, 4 une démonstration trés-rigoureuse de la propriété 
qu’ont les équations du troisieme degré, d’avoir leurs trois racines 
réelles dans le cas irréductible. Ona en méme temps deux formules 
trés-simples pour exprimer deux de ces racines par le moyen de 
la troisieme. 

Soit par exemple Péquation «? —3.a’ — 10x + 24=0, dont on 
sgit d’avance que les racines sont 2, —3, et 4; les formules préce- 


6 3 ; x , 
dentes donneront pee c= — 22, ee , dou reésulte la 
29 58 29 
formule 
ghae 316 — 1284 
oo hS doa 
Soit == 2, onaura « —=—3; soit r—=—3, onaura x" = 4. 


Développement du quatrieme degré. 


(55) L’équation de condition est 1 + 6*+ 2ac=o, dou résulte 


b—ac=7(1+bls—m. 
Soit P’équation cherchée 
o=Cri—al uv +6Cx—ycxutd, 


on doit y satisfaire par les deux valeurs cw =z—1, cv =y + 6, ce 
qui donnera deux équations en y et en z, savoir: 
o=y' + (4b6—a)y + (6b—3ab+ 6)y’+(4 b—3b'«+2b6—y)¥ 
+-b'—ba+b6—by +5 | 
O==2'— (4 +a) + (64 30+4+6)2—(4+3a4+26+4y)z 
+Iit+aet6+y7+6. 
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% . 72 . . . , 
Et puisqu’on a Sora il faudra rendre identiques les deux équa- 
tions 


omy! Ba gels TOR —3ba+6)y+(4b?—3ba+2b€—y)y| 
+ bi—D a + b’ Geyer. 

o= mM + (4+ a)miy+ (6430+ 6) my + (4t+3a+26+y) my’ 
+ (i+a+t6+y4+5)7 


Soit pour abréger bi‘ — bz + b°€—by + $—=m'N, et on aura les 
quatre équations de condition 


m=N(1+a+6€+y7+58) 
m(4b—«)=N(4+ 324 26+ ) 
66°—3b«4+6=N(6+ 34+ 6) 
4b?’ —3b'4 + 2b6—y=mN(4+2). 
Dela on tirera 
4b(2N-+ 1)—4N(N-+2) 
N?+4N+1 
6[N? +(1—25-+4+4*)N+87] 
N?7+4N+41 
__ —4N*—a(1—4)3N-+4-453 
Soe N?+4N-+1 
if m>  N*—26(1+46?)N—(1-+4-4)*+ 64 
Wie N?4+-4N-1 


— 


b=— 


Substituant ces valeurs dans |’équation b‘— b°4+0°6—by+d3=nvN, 
on aura pour déterminer N l’équation 


N‘—1=0, 
qui a les deux racines réelles N=1, N=—1. 
(56) La racine N=1 donne a2=—2(1—)), €=2(1— 6b +0"), 
y= —1+b—fF +b, Sd =4(1+ 0"). Mais equation qui résulte de 


ces valeurs n’est pas véritablement du quatriéme degré, car elle 
n’est autre chose que le carré de l’équation du second degré 


oer + (1 —b)cx+4(1 + 0’). 


442 APPENDICE. 


Il n’y a donc que la racine N==—1 qui puisse donner une solu~ 
tion; on en tire les valeurs 
a==— 2(1—b) 
é——66 


y=1+30—30—8 
Be RE. (Sears we) 


Ces coefficients sont, comme on voit, fonctions de 6 seule; ainsi 
prenant & arbitrairement et déterminant @ et ¢ par la condition 
ac==—+(1 +6’), les valeurs de «,6, 7,8, que nous venons de trouver 
dans la seule hypotheése admissible donneront généralement l’équa- 
tion 

o=cixi'—acia+bc’xr’—ycxrts, 


LA 


dont une racine étant désignée par x, les trois autres x’, x", 2”, 
seront données par les formules 


1, atbex n__a+bx’  2a+4(b—i)z ait ___ &—a 
i atiee oper © tbe ee 6 oe eee 
(57) Soit par exemple =3, a—=—5, c=1, valeurs qui satis- 
font a l’équation 1-+ ’ +- 2a@c=o0, on aura léquation 


o=z'—Ax’— 182 + f44x—y, 


dont une racine étant nommée x, les trois autres v’, x”, x”, seront 


eran tats POE ees m__ #9 
I-+z? c— 1? eee 


Par le calcul numérique on trouve des relations entre les racines 
qui prouvent que l’équation proposée se décompose en deux du 
second degré, savoir : 


o=2°—6xr+1 d’ourésulte r=3+ap2 
O== 2" -+ 2U—7 V=—1 bapa. 


Voici lordre qu’elles suivent d’aprés nos formules 


r=3—2)2, = —1— apa, «= 34 apa, w"=—142V2. 
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Dans cet ordre elles se déduisent chacune de la précédente comme 
il suit : 
—j+t3x nw 5 +32' mb +32" 


/ 
Cee io oes rae a as 
1+ 2x I+2z I+x 


Goh Wes 


(58) En général Péquation a laquelle on est parvenu par Ja solu- 
tion précédente, savoir : 
o=cart+ 21— b)ea—bb6ce x —(1+3b—30'—b’) cx 
—=(1—65> + 6) 
est le produit des deux équations du second degré 
o=c x’ —2bcx—*(1+ 2b6—D’) 
O= Cx + 20K + 2(1—2b—Db’), 
dont les racines sont 
ex=b(1+bd))% 
cx=—it(1+d)pH.- 
On wobtient donc pour le quatriéme degré que des solutions tres- 
limitées et qui n’appartiennent proprement qu’au second degré. 


Développement du cingquieme degré. 


(59) Alors on devra faire b—ac=j7(1+5)’(1+5)’=m, 
es 


ou p.>—p==1, et pour former léquation 
2 y] 


ies 0 -f b)n, = 
cherchée que nous représenterons ainsi 
oa —acirit+bcarv—you' +bcxr—e, 


il faudra résoudre les six équations suivantes : 


ee Ob 4 bh ele es Oe (1) 
Wee N tea Foe ee) ee a OR OORT (2) 
m> (5b—a)=N(5 + 4a-+ 36 +2y+8)....-.05- (3) 
m?(10b'—4b a+ 6)=N(10 + 6a+36+4y) Saat eae (4) 
105° —6b+a + 3b6—y=m=N (10+ 4a-+6)....-(5) 


5b! —4b'a+ 36° 6—2by+3—m=N(5+a)....-(6) 
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(60) Des équations (4) et (5) on déduit 6 ee _ =, en supposant 


F= 10N(1—8+ 0’)— 1op(N’ + 6’) 
G=6N(1—8)—4p(N'—8) 
D=—3N-#p(N*+ re 
Les mémes équations donnent 
Y= 105° — 10uN (t+ 4) — «(65> + AuN(1 -- b)) 
+ 6[3b—pN (1+ 4)). 
Si on élimine 5 des équations (3) et (6) et qu’on mette (1+ b)’p’ & 


3 . 
la place de m*, on aura entre z, € et y equation 


(1+ by (56—a)—(1 +5) N(5 +a) 
= 5(1—64+ & —Bb’) + 4a(t—b + B) + 36(1 —b) + 2. 
Substituant la valeur trouvée SELB Le entre a et € cette 
seconde équation 
(1 + b)5 (SP eeLye a + b)u3N (5 +a) 
= 5(1— 26+ 3b°)—20y.N + 4a(1—2b—2uN) + €(3— anN), 


dou en éliminant ¢ et substituant les valeurs y?=y+1, w—=2p+1, 
on tire la valeur de a savoir : 

a (3u-+2)b—(b-+h)N—(1 + 5u)N*+ (34a) N3 

S(t —-N)(3e+2+(1+ 44) N+(3 4+ 2) N?) 


F+Ge 


Ensuite 6 se déterminera semblablement par l’équation é= . 


et on trouvera apres beaucoup de réductions, 


(64+ 4)b°+[4u+ 2+ 46(u+1)+ 2457) N 
5 — [24 +464 + 1) + (Gut 2) 62] N*— (64 -+4)N2 
= ~ (= N) Bea + (Fe) N+Bpe-+a)N?] 


Substituant ces deux valeurs dans l’expression de y, on aura 
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(64+ 4)63—(6+ 125-+-6 5? + 253)N — (2+ 664-1257 +-653)N? 
y_+ (64 +4)N3—p (10+ 185-4126? 4-253)N—p(2-+1256-+4+18b?-+1063)N* 
. (1 =|N) [34 +2)+ Gu 1) N+ (3+ 2) NP] ' 
Enfin l’équation (6) dans laquelle on substituera les valeurs de «, 6, 
donnera Ja valeur de a comme il suit: 
(34+-2)b4-+4 (84 20-4+185?-+4 853-4-54)N— (1-4+ 85-4185? 2063-4 8L4)N- 
+ »(13+4 325+ 3067+ 12 6°?-+4-2b')N-—p (24 126+ 306? + 32634 1344) N’ 
§_ —(34-+2)N3 | 
5 (x —N) (34+ 2+ (44+ 1)N+ (3-+4 2)N?] 


La méme valeur se trouverait plus simplement au moyen de Péqua- 
tion (3) qui donne 


o (1 eR es ee I ee ee Te 


(61) Il reste a éliminer ¢ des équations (1) et (2), ce qui donnera 
Péquation 3 | 


I+ bt us(N+R)=1 + b+ (1— Da + (1+)6 + (1-—6')y +- (1+ 4)8. 


Substituant d’abord les valeurs de «, 6, ¥, § dans la partie.... 
6 3 ge 
(1 —b')5 + (1+ 6)e+(1—b 4 + (1-+ 6)z,0n trouve queen faisant 


pour abréger b + 25° + 26° + b‘=B, cette partie se réduit a lex- 
pression assez simple 


(3 y+ 2)B(r-++N-+N*)-+ (3p) 9N(1-+55)-+BN(19-+31 4) 
Bua) +N*)+ Gu bryN 


L’inconnue qui reste 4 déterminer étant N, il convient de faire 
1+ N*=CN et la quantité précédente deviendra 


wi Bir +O +244 (144°) + (31p+19)B 
(3u+2)0+44u+1 


Cette quantité doit en vertu de notre équation, étre l’équivalent de 
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£(t + b)'y5C—(1 + 8°); on aura donc pour déterminer ¢]’équation 


(3p + 2)u'(1 + 6) C—(Bp4+ 2)(1 +5) 0C—(G4p4+1)(1 + 6) 
+(4u+1)(1 + by y% 
= 54 BC+ 1op'(1 +) + 5B(pi + 31% + 19). 


Mettant a la place de 5B sa valeur (1 + 6) — 1— 6°, le second mem- 
bre deviendra 


wiC(t +6) + 1opi(a + 5°) + (ui + 31 + 19) (1 + 5) 
—piS(1 + &)— (ui + 31p + 19)(1 + 6), 


et on trouve que l’équation se réduit a cette forme trés-simple, 
C+C=1, 


ee, —r1t 
d’ou résulte (eae 


. Ces deux valeurs de étant moindres que 


2, Péquation N’ + 1 == NZ ne donnerait que des valeurs imaginaires 
de N qui doivent étre rejetées. Mais il faut observer que le facteur 
1—N qui se trouve dans le dénominateur des valeurs de «, €, y, 
a disparu dans la suite des opérations, et qu’ainsi ce facteur égalé 
a zéro doit satisfaire a l’équation finale. I] nous reste donc a exa- 
miner la valeur N= 1. 


(62) Alors les valeurs de «,€,7,5,¢«, deviendraient infinies , ce 
qui prouve que ces quantités ne peuvent pas étre toutes déterminées, 
et quil en reste nécessairement une d’indéterminée , comme nous 
avons déja expérimenté dans le troisiéme degré. 

Prenant donc « pour cette indéterminée et faisant N=1, on 
trouvera que toutes nos équations sont satisfaites par les valeurs 
suivantes des coefficients €,y,9, ¢, 
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é=f te a J =—10(1 +64 b)—10p(6 +264 8°) 
g=—2+2b 
: , {J =to— 108’ + 1op.(1 + b—b?— 8°) 
=f" + 
i 5 ui g x g =— 6b—n (24+ 464 2b’) 
(7) [p —| 5 + 356 + 45 b? +- 35 6 +55! 
lara? { + 10n(1 +56 + 87+ 55% + b) 


eters c= eee: 

era + p (2+ 26—2b?— 2B’) 

i —3—10b—5b' +50) + 1005+. 36' 
© bee (B44155-4105'— 108 — 15 65! 
m (Or 3R4 B 
Lt p(2b+ 4b 4 25%). 


(63) D’aprés ces valeurs on aura l’équation générale 


Oo= Cr —acia + (f+ gacv—(f' +e aca’ 
+ (f" + g’aca—( f+ g"" a), 


jul jouit de cette propriété que la racine z étant connue , une seconde 


(8) 


‘acine x’ sera exprimée par la formule 


i at+dbx 
2 == ——_, 
I+cx 


et la méme loi aura lieu entre deux termes consécutifs de la suite des 
cing racines x, x’, x”, x”, x’, de sorte que la racine connue servira 
a calculer les quatre autres racines d’une maniere rationnelle. 

Les trois nombres a, b, ¢, que nous supposons réels, doivent 
satisfaire a l’équation 6—ac==(1 + b)*p’, » étant une racine de 
Yéquation »?—p —1==0; ainsi on peut prendre a volonté pour y. 
Pune des deux valeurs +(1 +15), $(1—W5). 


(64) On pourra aussi faire c==1 sans diminuer la généralité des 


, . ,__ a + bz 
résultats , ce qui donnera la formule x= ae 


En effet, c étant 


. ‘ , ° Py t 7 . 1__atbe 
pris 4 volonté, si on fait cay, ac=d, léquation x = Tae? 
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: a+ by Ma ey mn : ‘ , 
deviendra y’= 22-2”, Ainsi I’équation en x se raméme immeédiate- 
is 5a pa 


ment a une équation en y ou lon a c=1. 

On peut done supposer que le type des équations du cinquieme 
degré qui jouissent de la propriété mentionnée est réduit a la 
forme 

(9) 


o—x'—axit (ftga)e—(f+ ga) a 
+ (f + ga) x—(f" + ga). 


Et on voit quwil y a une infinité d’exemples a produire de cette classe 
d’équations, puisque méme en supposant c= 1, il reste deux indé- 
terminées « et 6 auxquelles on peut donner telles valeurs qu’on 
voudra. Le choix d’une valeur de 6, combinée avec l'une des deux 
valeurs de p., détermine immédiatement tous les coefficients /, ¢, 
SI’, g’, ete. qui ne dépendent que de 6 et de y.; on a en méme temps 
la valeur de @, savoir: | 


a==b—(1 +- b) wu’; 


ona donc ainsi le type général d’une infinité d’équations du cinquieme 
degré qui ont leurs cing racines réelles , pour toutes valeurs des in- 
déterminées « et 6. 


1_— 


(65) Soit par exemple a=1, 6==1, p= ae , on aura l’équation 


o = x — x'— (50— 2015) a’ + (10-45) 
+ 25(9—415)2—(g—4V), 
qui étant multipliée par 9 + 4) 5, prend cette forme 
(10) o=A (2° —a‘)— 5B’ + Ba + 25 2x—1, 
ou l’on a 
= 9 +45, log. A=1.25392 58415 
B=10+45, log. B=1.27947 79186. 


Sil’on procéde a la résolution de cette équation on trouyera la plus 
petite racine 


SECTION TI. Ag 
2 = 0.03907 08255, 


es dans laquelle n=5—ap“5 


= 0.52786 40450 0042. On formera donc ainsi les quatre autres 


racines et de plus la cinquiéme qui devra coincider avec la pre- 
miére x: 


d’ou résulte la seconde racine 2’ — 


oa = = — 0.47041 37653 
a === = — 1.88501 46492 
(11) a= = 2.79637 14742 
wT 0.58998 61 650 
a; = — == 0.03907 08255 =a 


et par ce dernier résultat les calculs précédents sont confirmés de 
Ja maniere la plus satisfaisante. | 


(66) L’équation particuliére du cinquieme degré dont nous venons 
de nous occuper , peut étre résolue algébriquement par une méthode 
semblable a celle dont nous avons fait usage pour résoudre |’équa- 
tion en p du § V de la cinquieme partie. C’est ce que nous allons 
faire voir avec tous les détails que merite une solution dont il n’y 
a encore d’exemple que dans les équations relatives ala division de 
la circonférence. 

Nous avons a résoudre |’équation 


o= 7 —x'—5a + wo — 7 (5x —2—abx+ 4), 


dont la propriété est telle que ses cing racines étant désignées par 


wt 


x, x, x’, x”, x, ona entre deux termes consécutifs de cette suite 
rentrante , les équations de forme semblable 
mt 


fmm ny gy oN rn 


= = —,, ££ = —— v= ——_., 2 —————— 
+2’? ee 1-42’! 142"? rea" 142"? 


I. 29 
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dans lesquelles n= 5—21/5 = 0.52786 40450 00420 6072. 
Suit R une racine imaginaire de léquation R> — i =o, pour la-~ 


27 F 
uelle on peut prendre R =cos.p + /—Isin.p et p=== 72". 


Nous supposerons, conformément a la méthode citée , 


Taa27+R ae + Ro" + Rx” + Bax 
T=a+Ra' + Riv’+ Rov" + Ria", 


et faisant T?= M T’, on prouvera aisément que M est une fonction 
de R seule, indépendante des racines x, x’, ete. En effet la loi qui 
existeentre deux racines permet d’exprimer d'une maniere linéaire, 
les carrés et les produits deux a deux des racines, ce dont on va 
bientét s’assurer ; il en serait de-méme des puissances plus élevées 
des racines et de leurs produits de plusieurs dimensions. 

On peut donc supposer que le carré du polynome 'T sera repré- 
sente par la formule 


Te ae + Galt yt 8x" 4+ 2x", 


dont tous les coefficients sont fonctions de R, et ou il n’entre point 
de terme sans x, car si un terme constant C se trouvait dans la 
valeur de T’, on pourrait, a la place de ce terme, mettre.... | 
C(x at al a” 
tion proposee est égale a 1, coefficient du second terme. 
Maintenant comme on peut donner a T la forme 


T=R(a'+- Rao’+ B2’+ Ra + R‘a), 


+ x"), puisque la somme des racines de l’équa- 


il est visible que le carré de ce polynome sera égal a R’ multiplié 
par ce que devient la valeur précédente de IT lorsqu’on avance 
d'un rang les lettres.x , 2’, 2”, a", x, en regardant la premiere comme 
suivant la dernicre. On aura donc aussi 


TR’ (aa! + 6a" + yr" 4+ 324+ eo). 


Comparant cette seconde expression ala premiere, on entire 6=«R’. 
yeaR’, Jah’, -=aR', et par conséquent 
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T!==a(e+ Rea!+ Ric" + R°o"4+ R'2"), 


ce qui prouve que la quantité désignéé par M est Ja méme que «, 
et qu’ainsi elle est fonction de R seule. Il s'agit maintenant de dé- 
terminer la valeur de cette quantité, mais d’abord il faut faire voir 
comment on peut trouver l’expression sous forme linéaire, des carrés 
des racines et de leurs produits deux a deux. 


(67) Reprenons pour cet effet les denx équations 


oP oe ee z'—n  x(1—n)—a2n 
wis ee 7 Ifa!” 1—n-+ax ’ 


on en déduira immédiatement les valeurs linéaires des produits de 
deux racines, comme il suit: 


I—-a7 ; 
ux =x —2x —n at —=———(# —x")—n 
a” 2’ ata a” yy Gg aa — a Res 2) 2 

\ wow y uw Os ae | ONT) “ty 
(12) x2 x4 =x —x —n Ee i (v —a2")—n 

wut Wd “<1 mw I Mri 
LL =H" — A" —N an. = —— (ae — a )—n 
z I nN 

exe — feat r) 2a = (ee x )—n 


Hi conyiendra cependant de remplacer , conformément a l’observa- 
tion déja faite, le terme —n de ces formules par son équivalent 
—n (at al + x” + 2x"). 

Supposons qu’on ait trouvé semblablement pour valeur linéaire 
de x’ laformule 2? =aaz+ ba'+ca"+dx"+ ex", d’ou résultent 
les cing expressions 


a ax ++ ba! +en" + dx" 4-ex™ 

x? ax +bo! +a" +da"+ex 
(13) ev? an’ + bx" +cx"+dae +ex' 
(9 — aa” 4+ ba"+ea +da’ +ex” 


x 
ee anr"+ba +2 + dx" +ex", 
29. 
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il deviendra trés-facile de trouver le coefficient M au moyen de l’équa- 
tion T’= MT"; en effet M ne sera autre chose que le coefficient de 
x dans la valeur de T? réduite a la forme linéaire, sans aucun terme 
constant. 

Or dans I’expression de T’ on trouve d’abord la partie 


a Roc? + Ria? Roa a, 


dans laquelle le développement des carrés donne pour coefficient 
de x la suite 


a-+- eR’ + dR‘ + cR° + dR’. 
Ensuite la partie comprenant les produits des termes pris deux a 
deux, donnera dans M les termes suivants dans lesquels on a désigné 
provisoirement par («? x”) le coefficient de x dans le produit déve- 
loppe zea’: 
2R(ex’) + 2R? (a x") + 2R?(av") + 2Ri (vx) 

+ 2R?(ax' x") + aR (a' a”) + 2R’ (a' x”) 

+ 2Ri(ae" x") + 2R° (2% x" 

+ 2R (ar x"). 


Substituant au lieu de chaque symbole («+ x”) sa valeur donnée par 
le tableau (13) et réunissant cette seconde partie a la premiere deja 
trouvée, on aura 


M= ae+eR?+dh'+cR’ +b 
—n(2R +2R?+4R + 4Ri+ GR’ + 2Ro4 aR’) 


+ 2R—2R‘4+—“(oR*—2R?). 


Pour réduire cette quantité, j’observe que R devant étre imaginaire, 
on peut mettre a la place de R Pune des racines R, R’, R’, R‘, mais 
non R° qui serait égale 4 Punité; dés-lors on peut toujours supposer 
o=1+R+R’+R>+R‘, ce qui réduit a zéro le coefficient de 
—n;on aura donc plus simplement 


M=—a-+eR’?+ dRi+cR*+ dR? 


(14) + a3R—aR!+(1—n)(R’—R’). 
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Ainsi tout se réduit a trouver la valeur linéaire de 2° qui fera con- 


naitre celle des coefficients a, b,c, d, e. 
68) Nous avons 2!—=~—" —; — (2+). sonvertir ce 
(68) em! Tope)? Pour convertir cette 
valeur en une fonction entiére de w, il faut diviser par a + 1 l’équa- 
tion proposée 


o= Aa’ — Aaxi— 5(A+ 1)a° + (A+ tart 25a—1, 
on aura pour quotient 


4A— 


o= A(x —2 a')—(3A+ 5)x*+ (GA-+ 6)x + 19 —4 A+ ——— oe 


Le dernier terme de cette nouvelle équation 


4A—20 ao 30 
= arse (I—2’)=8 (2+ 5) (1— 2’) ==(2 A—2)(1—-w’). 


On aura donc en divisant tout par A et substituant au lieu de A sa 


valeur 9+ 415, 
o= x — 22° — (48 — 2015) a’ + (58 — 24/5) ax 
+ 151 —68)5—8 (15 — 2) 2’. 


= : , : 4 n+ x n-+t : 
En second lieu on a l’équation x Se Slee eben di- 


visant l’équation proposée par x—1, on en déduit 


— 
—I 


o=Aa'—5(A+1)a°—4(A+1)e +91—4A+ 


4A 


Mettant au lieu du dernier terme sa valeur ond + x"), et di- 


visant tout par A, on aura 
o = «'—(50— 20/45) x*— (x0 — 16/5) x + 169 — 765 
+ 8(5—2) a. 


eae F ; 3 ii x'—n I—v7 
Une troisieme équation se tirera de la valeur x” = oo 


t+’ 2 
; —*)? 
oe 


crepes 
Fd oe 
2 


, et on obtiendra ainsi les trois résultats suivants : 
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0 =a'—22°— (48— 20/5) a’ + (58— 24 d)a 

+ 151—685—8(/ 5— 2) 2’ 
o=2!—(50— 20/5) 2 — (4o— 1615) x + 169 — 7615 
+8(5—a2)x" 
o=u—(V5—1)v’—(43—17V 5) 2’? + (735 — 161) a 
+ 711~5— 158 + 8(9— 45) x”. 

[Il ne s'agit plus que d’éliminer de ces équations les termes 2° et 2, 
et on aura la valeur de 2? sous forme linéaire, laquelle sera 


v=22—9V5 + (5— 1) (4 + 2)4+(2°5—4)2”"—(3—V5)a™. 


Ensuite au lieu du terme constant 22—9{~5, il faudra mettre sa 
valeur (22 —99) (a + a4 "+ x” + x), ce qui donnera 


w= (21— 815) (w+ aw’) + (18 —7V5) 2" + (22-95) a” 
+ (19—8)5) a". 


Si cette équation est appliquée successivement aux carrés x”, x”, 
, x", et qu’on fasse la somme de toutes on aura 


Sx’ =(101— foV 5) fx= to1r—foV’d. 


En effet la somme des carrés des racines de léquation proposée 


ils 


xX 


o= 7 —xz'i—5 € +7) —ete, est I + bry 10+ 10(9—4)5) 
= t101— oy’ 5. 


(69) La valeur de x* étant connue, on aura les coefficients 


a=ai—8V5 
b=2a1—8y5 
e=18—7)5 
d=22—915 
e=19—8/15 


qui étant substitués dans la valeur de M , donnent 


(15) M=(15—1) R— (6—2) 5) R°—(a5—4) (1 +15) Rt. 
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Cette formule donnera non-seulement la valeur de la fonction M, 
mais encore celles des fonctions M’, M’, M’””, qui se déduisent de M 
en mettant successivement R’, R*, R‘ a la place de R. 
Soit maintenant M=r(cos. 6 + |”—1sin.6), si on substitue cette 
valeur et celle de R==cos. » + )— rsin.p) dans l'équation (15), 
on aura pour determiner r et 6, les deux équations 


rcos. § =(“5—1) cos. » —(6— 25) cos. 2 — (25 — 4) cos. 3.v 
—(1+)5) cos. 44 =— 20S. %— 2. cos. 24 = 1 

rsin. §=((“5— 1) sin. 2 —(6—2)“5) sin, 2» —(2)“5— 4) sin. 3u. 
— (1+)5) sin. 4p=2)5sin. p+(4)5— 10) sin. 2p. 


Dela on tire 


r? = 126 — 50/5=14. 19660 11250 10515 18: 
oie aia 5 5 
cos. Q=- , tang. §==54((“5—2)*== 54 (2 cos. »)” 


log. r==0.57609 21901 7251 

log. cos. 6 =9 . 42390 78098 2749 

log. tang.6==0.56023 10450 4510 

log. sin. @==9.98413 88548 7259 
6= 74°. 36! 32" .4g907 66973. 


Si dans la valeur de M on met R’a 18 place de R ou 2p. a la place 
de », on aura la valeur de M'=r' (cos. 6'+ )“— rsin.6/), dou Ton 
déduira 


r’ cos. # = (15 — 1) cos. 2. —(6—25) cos. 4p —(25 —A) cos. by, 
—(1+)5)cos. 8 p= — 2.C0S. p — 208. 2p. = I 

r’ sin. @ =(5— 1)sin. 2 —(6—2)5)sin. 4 pu — (2~9—A) sin. by. 
—(1+)5)sin.8p=2)5sin. ap + (10 —4)5)sin. ». 


La valeur r'sin.6’ se trouvant étre la méme que celle de rsin.6, 
puisque r'cos.6’ est égal aussi 4 rcos.4, on en conclut que r=", 
et #’==6; par conséquent M’= M. 

Si ’on met encore R? a la place de R, ou 34. 4 la place dey, M 
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se change en M”, et faisant M” =r’ (cos. 6” + (“—t sin. 6”), on aura 


r’ cos." = (5 —1) cos. 3p —(6— 25) cos. 6 p—(2 “5 —4) cos. gp. 
—(1+)5)cos. 124 ==— 2. COS. 2» — 20S. .== I 

r’ sin. 0 = ((“5—1) sin. 3p—(6—2/5) sin. 64—(2 5 —4) sin. gp. 
—(1+)5)sin. 12p—= (4 5—10) sin.» — 2 5sin. 2 
——r’sin.@ —=—rsin. 6. 

Done r” = r et 6”==— 6, ce qui donne M" =r(cos.6—)“—1 sin. 9) 

et par conséquent M’M'= 7’. 

-Enfin si on met Réa la place de R ou 4p a la place de 2, on 

aura la valeur de M"—r’ (cos.6” + )/—1 sin. 4”), au moyen des 

équations 

r’”’cos.6"= (“5 —1) cos. 4 p— (6 — 215) cos.8 np —(2)5—A) cos. 12. 
—(1+)5) cos. 164 = — 2.¢0S.y.— 2.COS. 24 =I 

r'’sin.6” = (5 —1)sin. 4p —(6—2)5) sin. 8y—(2 “5 — 4) sin. 1 2p 
—(1+5)sin. 162=(10—4V5)sin. 2p — 25 sin. p. 
—=—?rsin. 6. 


wy 


Done. 7=—F,el, § =—— 65 nar .conseqtiell Gann ee oe ee 


M”’ = M"=r (cos.6—’— 1 sin.6) et M”M=r’. 


(70) Il faut procéder maintenant a la détermination des fonctions 
T, or léquation T?= MT", jointe aux trois autres qu’on en peut 
déduire, forme la série 


( 16) 4 ie == Vib T?=M ae T= M’T , dhe es 1 Neal ai 


dou l’on tire les valeurs des quantités T’, T”, T’”, en fonctions de T 
savoir : 


lle = T4 Te eel has Anis) Ts 
Tap M99 Seen Tea 
Ml fell T’6 
Baer 


La derniére donne T= M*M“M’? M” = r°Ms, ou plus simplement 


T’=r?M=r’(cos.36 +’—1sin. 36); soit done v=o, et on 
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aura 
T=r(cos.w+1— 1 sin. w). 


Ainsi on voit que les fonctions M et T, ainsi que toutes celles qui 
en dérivent, ont le méme module 7, ce qui est une propriété fort 
remarquable. On aura en particulier 


T =r(cos.o +W-—1I sin. @) 

TY =r[cos. (2 — 0) +)“— 1 sin. (20 —6)] 
T”’=r{[cos.(4o— 36) + 1/—1 sin. (40 — 38)] 
T” =r{cos. (30 — 26) + — 1 sin. (30— 26)). 


Il résulte de ces valeurs qu’on a les deux équations 
(17) fA WN led Nat heey ge 
propriétés analogues a celles des fonctions M, puisque nous avons 
déja trouvé ? 
M M” =r?= M’ M” 


(71) Ilne reste plus qu’a trouver la valeur d’une racine quelconque 
x; pour cela il faut faire une somme des cing équations 


S204 a4 2 +2" 
T =2+Ra'+ Ra's Ba + Bia" 
T =a + R’a'+ Riv’ + Ro "+ Rx” 
TT’ =2 + Roa’ + Rov’ + Rv" + RY" 
TT’ =a + Ria’ t+ Roa’ + RR?" + Rx", 


et on aura par les propriétés connues de la fonction R, 
Bart T + T+ 747". 


, U 4i 
Mais les valeurs trouvées donnent T+ T”’=2/rcos.o, et T+T 
—=a2rcos.(20—4), done 


I TE i 
Let [COS. w + COS. (20—6)]. 


D’aprés un premier essai fondé sur les valeurs approchées de 7, 6 
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et w, on trouve que cette formule désigne la plus grande racine 
positive 2”; et si on met o + au lieu de w, la méme formule deé- 
signera la plus grande racine négative «”; on aura donc. les cing 
racines de Péquation proposée ainsi exprimées : 


a ==5 “+ = [cos. @ ++ COS. (20 —4)} 


+ = [cos. (@ + p.)+ COS.(20 4- 2n—84)| 


a 5+ =“ [cos.(o + 2p.) +0S.(20+ 4p —4)] 


a =. +- = [cos. ( + 3y) + cos.(20-+ 64.—8)| 


Sa + =*[cos. (o + 4p) + cos. (20 + 8y4—4)]. 


~ 
a) 


Maintenant pour calculer les valeurs numériques de ces racines , 
nous prendrons dans les résultats précédents les données nécessaires, 
comme il suit : 


r==(126— 50/5) log. r==0. 57609 21901 7251 
I 
cos. 6 = - log. cos. 6 = 9.42390 78098 2749 
tang."@==25)5(/-5— 2) 
= Ra (2.cos. »)' log. tang.6==0. 56023 10450 4510 
== 957 log. sin. 6==9.98413 88548 7259 


6= 74° 36' 32”. 4ggo7 66970 

20—8== 56= 14°55' 18". 4gg8r 53304 

wo = 26 = 44°45 55" .49944 60182 

(72) Avec ces données nous allons faire le calcul de la racine .v. 
Soit pour abréger a= y—46—3° 4/41". 50018 46606, si on ob- 
serve que COS. (o + 3) + cos. (2 + 64—6)= sin. « —sin. 3a— — 


2$in.«cos.2¢, la formule a caleuler sera 


1 4rsin.acos.2@ | 
Rg Hae B ? 


or « étant un angle fort petit il conviendra d’appliquer Ja formule 
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log. sin.a=log.a—- pa’—p'a'—p" a’—etc., dans laquelle 


log. p= 8.85963 30609 17, log. p'= 7.38251 18062, 


log. p"= 6.18523 125, 
on trouvera 


log. sin. «== 8.72996 44848 00033; 


et parce que log.cos.22=log.(i—2 sin.’ 2)== —mp(1 +£4F +etc.), 


en faisant p= asin.’ a, et log. m= 9.63778 43113, on aura 


log. cos. 2 «== —0.00251 18783 9441, 


de la . 
log. (4rsin. «cos. 2 «) =9.90560 47879 o609 
Arsin. «cos. 2¢=0.80464 58725 5856, 


et entin 


x==0.03907 08254 8829. 


D’apres cette valeur de x on trouve celles des quatre autres racines 
au moyen des formules algébriques propres a la question , savoir : 


pees ara = —.0.47041 397653 7777 
"=i — — 1.88501 46493 9000 
2S = 2.72637 14742 5017 

pa = = 0.58998 61150 2954 


et semblablement de la valeur de x on déduirait celle de x au 
moyen de la formule 


aY—n 
in a 


4S 


= 0.03907 08254 8829. 


Cette valeur est la méme qu’on a supposée, cependant si on ajoute 
les cinq racines on trouve que leur somme excéde l’unité de 23 unités 
décimales du quatorziéme ordre. Cet exces s’applique aisément par 
lerreur des tables 4 14 décimales dont ona fait usage, erreur qui 
influe sur la 13¢ décimale dans les valeurs de x” et x”, composées de 
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15 chiffres significatifs. Mais d’ailleurs il est facile de faire dispa- 
raitre l’excés dont il s'agit en corrigeant d'une quantité tres-petite 
la valeur que nous avons attribuée a x ; supposant que cette valeur 
corrigée soit x-+ dx, on trouvera aisément, par la loi qui existe 
entre deux racines consécutives, les corrections a faire aux autres 
racines, ces corrections sont: 


ane Seae eg Ne et AG tes US 
aa Saneor di == dT 7.Gtao) 
dtl iy dx! = dx(15.0362) 
da = acai dc" = da(1.654/). 


I] en résulte dx +da'+ da’ + da’ + dz" =dx(26.5426); donc 
pour faire disparaitre l’erreur + 23 dans la somme des zx, il faut 


faire dx (26.5426) — 23, ce qui donnera 


dx —=—o0.8665, da’ =—o.9891, dx’ ——6.6814 
dx” = — 13.0293, da" =— 1.4336, 
ou en nombres entiers 
dg=—1, di’ =—1, dz’=—-, dx" =— 13; dz"=— 
On aura donc finalement 
x = 0.03907 08254 8828 
2 =—0.47041 37653 7778 
x = — 1.88501 46493 9007 
v"= 2.72639 14749 5004 
z= 0.58998 61150 2953 


valeurs dont la somme est égale a lunité. 


(73) Dans la théorie qui vient d’étre développée, nous avons choisi 
une formule trés-simple pour exprimer la loi suivant laquelle un 
terme quelconque de la série des racines se déduit du terme pre- 
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cédent. Supposons maintenant qu’étant proposée l’équation 
O= x"—(1) x" + (2)x"" —ete., 


dont le degré n est un nombre premier, les racines forment une 
Hinks it it n—t 7 < 
serie 2,2, x ...2~",, dans laquelle chaque terme soit une fonction 
rationnelle quelconque du précédent, en sorte qu'on ait 


Silesee vo) (x) : a" ==9 (x') ; eae: 9 (x”) at © an) ' 


et de plus x= (#"-”) afin que la série soit rentrante et qu’on puisse 
prendre un terme quelconque pour le premier terme. 

La fonction 9(x), quand méme elle serait fractionnaire , pourra 
toujours se réduire a une fonction entiére, c’est-a-dire a un poly- 
nome en 2 qui ne surpassera pas le degré n—1, puisque |’équa- 
tion proposée donne le moyen d’éliminer 2” et les puissances supé- 
rieures a 2. Ainsi on pourra supposer 


rte As BG 5, le a Oe cal ere wed Bee a 


A,B,C...L étant des coefficients connus, et 1a substitution de 
cette valeur a la place de a, dans l’équation proposée, donnera 
n équations de condition entre les coefficients de la valeur de 2’, 
et les coefficients de la proposée. 

Si dans la valeur de z' on met #4 la place de x, on aura la valeur 
de x” exprimée en fonction de x’; mais ensuite on pourra mettre la 
valeur de x’ en x, et l’expression de x” deviendra une fonction en- 
tiére de x, ow !’on peut éliminer la puissance 2” et les puissances plus 
élevées, de sorte que la racine x” sera encore exprimée par un poly- 
nome en x du degré n — 1. Il en est de méme des autres racines, d’ou 
il suit qu’on pourra former les n— 1 équations suivantes qui déter- 
minent les racines 2’, x”. . .2°-” en fonctions de la premiere x : 


eA 4H br 4+ Got Da... tae 
Shey, aie Cg Ce se eh 0 es ee” mh ID 
AU Polak oe) Pe eect ae 


eI — AC) 4 BO CO a + DO? LOO a. 
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Réciproquement de ces équations on peut dédutre les valeurs de 
uw, a?,2°....a"-" exprimées d’une maniere’linéaire par les racines” 
vw. ..a—, La valeur de x est inutile a chercher , puisqu’on sait 
v) % ble . i2 ? i A , 14 “yr 
dapres l’équation proposée , quelle doit étre (1)—x# —x—a"... 
-—a°-; mais il importe surtout d’avoir la valeur de x’ que nous 


mettrons sous la forme 


eaar+b2'+ca"+da"...+la™, 


dans laquelle il n’y a pas de terme constant; car si un pareil terme 
cen faisait partie, on pourrait mettre a sa ptace 


o 


Cc 


(1) 


Maintenant il est facile de voir que les produits de deux racines 
x a',xx", a' x", ete. et en général les produits de plusieurs racines 


(Va el 4 a el”). 


on de leurs puissances , s’exprimeront dune maniere linéaire par 
les racines simples, comme on vient de le faire pour x’. D’ailleurs 
il est évident que la valeur connue de x’, donne celle des autres 
, etc. en avancant successivement d'un rang les 


Wl 


Carresa, % 14.0 
termes compris dans!’expression du carré précédent; ce qu'on pourra 
pratiquer également pour la valeur de xz’ quidonnera celle de x x”, 
x" x", xv x2, etc., et semblablement pour les autres produits. 


(74) Sans entrer dans d’autres détails, on voit qu’en désignant 
par R une racine imaginaire de Péquation R*-—— 1 =o, et en don- 
nant aux fonctions T et M, et a leurs dérivées T’, M', T’, M’, ete. 
les mémes significations qui ont été employées dans toutes nos re- 
cherches, on aura d’abord l’équation T’== MT’, qui en fournit piu- 
sieurs autres semblables. telles que T?=MT”, T’?=M"’T", etc. , 


ensuite la valeur de M sera donnée par une fonction de R, d’otl’on 
déduira également celles de M', M", etc. Soit en général...... 
M=r(cos.6 +)’—1sin.0), M’=r' (cos. 0+ — tsin.6), M’= 
r” (cos. 6" + )“— 1sin.6"), ete., toutes valeurs qui seront connues 
par le moyen d’une seule et méme formule; on déduira de 1a toutes 
les valeurs de T, T’, 1”, ete., désignées en général PATA Tae 


SECTION I. 463 
TO = 6 (cos. 0 + 1“— 1 sin. o); on déduira en particulier les mo- 


dules p des modules r; par les équations p= 19, p? =r" 9”, 0! 


4 
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etc. ; et sil arrive que tous les modules r, r’, r”, etc. soient égaux 


entre eux, on aura pareillement 9 == '==»=>!".. 


.=r. Enfin 
connaissant toutes les valeurs de T, on aura une racine quelconque x 
de l’équation proposée, au moyen de Ja formule générale 
(1) +29 cos. ®+-2 p’cos.w' +4 29" cos.@" etc. ~ 

n 


a 


(75) Nous ne pousserons pas plus loin ces recherches sur les cas 
ou il est possible de résoudre algébriquement une équation pro- 
posée, et nous invitons a consulter sur cette matiére lexcellent 
Mémoire de M. Abel, imprimé dans le Journal de Crelle, an. 1829, 
n° 8. L’auteur y donne les bases d’apres lesquelles on pourrait former 
dans chaque degré, diverses classes d’équations résolubles algébri- 
quement ou décomposables (si le degré n’est pas un nombre pre- 
mier) en €quations d’un degré inferieur; d’ou il résulte que les 
équations non comprises dans ces catégories doivent étre regardées 
comme insolubles, et qu’ainsi il n’existe point de formules géné- 
rales pour la résolution des équations passé le quatriéme degre. 

Il est fort a regretter que M. Abel, enlevé prematurément aux 
sciences qu'il avait déja enrichies de plusieurs belles découvertes, 
n’ait pas eu le temps de développer compleétement ses idées sur la 
théorie dont il a posé les bases; mais on peut espérer que les tra- 
vaux ultérieurs des géometres confirmeront les résultats annoncés 
par M. Abel, et qu’on obtiendra la résolution effective des équations 
algébriques dans tous les cas ow elle est possible. [I est a croire aussi 
qu'un examen approfondi de cette matiére conduira a la conclusion, 
que dans chaque degré le nombre des équations résolubles ou dé- 
composables est infiniment plus petit que celui désréquations qui 
ne sont ni résolubles algébriquement ni décomposables. 


FIN. 
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